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Über die Bedeutung der divergenten unendlichen 

Reihen, die Bestimmung ihrer Werthe, und über 

die Zuläfslichkeit ihrer Anwendung bei analytischen 
Rechnungen. 


(Von Herın Amtmann Prehn zu Ratzeburg im Lauenburgischen. ) 


Di. divergenten Reihen haben ein seltsames Schicksal gehabt. Nach- 
dem sie von den grofsen Mathematikern des vorigen Jahrhunderts und in den 
ersten Decennien dieses Jahrhunderts unbedenklich bei analytischen Rech- 
nungen gebraucht worden sind und dazu beigetragen haben. die bedeuten- 
den Resultate zu schaffen, welche uns als Erbtheil überliefert worden sind. 
haben die Mathematiker der neuern Zeit ihre Anwendung bei analylischen 
Rechnungen für unzuläfslich erklärt und sie gänzlich aus dem Gebiete der 
Analysis verbannt. 

Zwar gab es schon in älterer Zeit widerstreitende Ansichten über die 
Bedeutung der divergenten Reihen: aber nach dem Zeugnisse von Kuler (De 
seriebus divergentibus. $. 10. Nov. Comment. Petropol. V. p. 205 seqq.) hat 
kein Theil dem andern Rechnungsfehler vorgeworfen: so dafs der Streit nur 
mehr als ein Wortstreit anzusehen war. 

Wenn ich nicht irre, ist Cauchy (Cours d’Analyse. 1821.) der Erste. 
welcher die gänzliche Verwerfung der divergenten Reihen durchgeführt hat. Abel 
sprach sich (1826) in demselben Sinne aus und behauptete. dafs man bei 
Anwendung divergenter Reihen beweisen könne, was man wolle: Mögliches 
sowohl. als Unmögliches. 

Sieht man die mathematischen Schriften durch. welche seit 1826 bis 
in die neueste Zeit diesen Gegenstand behandelt haben. so wird man finden. 
dafs von den berühmten Mathematikern Einige sich unbedingt für die Ver- 
werfung der divergenten Reihen erklärt, Andere aber dem nicht widersprochen 
haben. Man mufs daher die von Cauchy angeregte Ansicht als die gegenwärtig 
herrschende ansehen: sie kann in folgende Sätze zusammengefafst werden. 
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I. Divergente Reihen haben keine Summe: denn eine Reihe wie 


1— 2 +" — +. .-., 

welche divergent ist wenn 21, oscillirt für den Fall © 1 beständig 
zwischen -— 1 und —1. Ist aber & >> 1, so wächst der absolute Werth der 
Reihe beständig, schwankt aber zugleich zwischen dem Positiven und Nega- 
tiven hin und her. In beiden Fällen kann daher von einer Summe nicht die 
Rede sein. Da nun divergenle Reihen keine Summe haben, können sie 
einer bestimmten endlichen Gröfse nicht gleich gesetzt werden und sind folg- 
lich für analytische Rechnungen unbrauchbar. Einer Rechnung mit allgemeinen 
Reihen mufs daher eine Untersuchung über ihre Convergenz vorausgehen. 

2. Die in ältern Werken öfters vorkommende Transformation diver- 
venter Reihen in convergente, wodurch man die Summen der divergenten 
Reihen finden wollte, beruht auf einer Täuschung. Es wird die diver- 
vente Reihe nicht in eine andere, mit ihr identische und convergente Reihe 
transformirt (denn das ist geradezu unmöglich , weil eine divergente Reihe, 
welche keine Summe hat, nicht mit einer convergenten identisch sein kann, 
welche eine Summe hat), sondern man leitet aus der divergenten eine andere, 
von ihr ganz verschiedene Reihe ab, die nun recht wohl convergiren kann. 

Zur Unterstützung dieser Ansicht beruft man sich darauf, dafs die An- 
wendung divergenter Reihen zu fehlerhaften Resultaten führe. Eine bestimmte 
Nachweisung solcher fehlerhaften Resultate ist aber nicht gegeben worden. 
(Vergl. $. 17.) 

Die divergenten Reihen haben zwar Vertheidiger gefunden; ihre Sache 
ist aber nicht geschickt geführt worden. Anstatt sich auf die Analogie ima- 
sinärer Ausdrücke für reelle Grölsen zu stützen und darauf die Vertheidigung 
zu gründen (Vergl. $. 16.), hat man zu dem unklaren Begriffe einer syn- 
taktischen Bedeutung der Reihen seine Zuflucht genommen und dadurch den 
(regnern einen leichten Sieg gelassen. 

Ich habe diesen Gegenstand einer neuen Prüfung unterworfen und 
werde in dieser Abhandlung nachweisen: dafs die divergenten Reihen eine 
eigenthümliche Bedeutung haben, in Folge deren sie zwar keine Summe, wohl 
aber einen Werth haben: dafs man im Stande ist, diesen Werth zu bestim- 
men, und dafs die Anwendung der divergenten Reihen bei analytischen Rech- 
nungen unbeschränkt zuläfslich ist; ohne dafs man daraus fehlerhafte Resultate 


zu besorgen hätte. 
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1. 
Über die Bedeutung der divergenten Reihen. 


ws 
Die Anordnung betreffend; und Begriffsbestimmungen. 

Diese Abhandlung beschränkt sich auf die Betrachtung derjenigen un- 
endlichen Reihen. welche nach Potenzen einer Variabeln geordnet und deren 
Coöfficienten endliche Gröfsen sind. 

Ich betrachte zuvörderst zwei Classen dieser Reihen: 

1. Reihen mit wechselnden Zeichen, d. i. Reihen, welche nach den 
fortlaufenden Potenzen der Variabeln geordnet sind und bei welchen (von der 
ersten Potenz der Variabeln an gerechnet) ein beständiger Wechsel der Zei- 
chen (+) von Glied zu Glied Statt findet, mithin Reihen von der Form 

ta+br— er da — ea’ .--, 
und alle Reihen, die sich durch eine Substitution auf diese Form bringen lassen. 

2. Reihen mit bleibenden Zeichen, d. i. Reihen. welche nach den 
fortlaufenden Potenzen der Variabeln geordnet sind und bei welchen das Zei- 
chen von Glied zu Glied unverändert bleibt. mithin Reihen von der Form 

ta+br-.c2+dae- ---, 
und alle Reihen, die sich durch eine Substitution auf diese Form bringen lassen. 

Diese beiden Classen von Reihen, welche ersichtlich die meisten in der 
Analysis vorkommenden Reihen begreifen, werde ich zuerst behandeln, ihre 
Bedeutung ($. 3 und 4.) und die Methoden ihrer Werthbestimmung ($. 5 bis 10.) 
entwickeln: erst hernach ($. 11. seqgq.) werde ich die Theorie auf alle nach 
Potenzen einer Variabeln geordnete Reihen erstrecken. weil ich der Meinung 
bin. dafs durch diese Abweichung von der logischen Ordnung die Darstellung 
an Deutlichkeit gewinnen wird. 

Ich werde die gewöhnliche Bedeutung der Worte convergent und 
divergent beibehalten. Ich nenne eine unendliche Reihe convergent, wenn die 
Summe ihrer Glieder, je mehr man deren nimmt, sich immer mehr einer be- 
stimmten endlichen Gröfse nähert, welche die Grenze ist, auf welche die Summe 
der Reihe bei unendlichem Wachsen der Gliederzahl zugeht: eine unendliche 
Reihe. welcher diese Eigenschaft fehlt, ist devergent. 
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S. 2. 


Andeutung des Gesichtspunets, von welchem bei der Untersuchung ausgegangen ist. 


Da die Form einer Gleichung, durch welche die Identität zwischen 
einer unendlichen Reihe und einem geschlossenen Ansdrucke ausgesprochen 
wird. durch die Veränderung des Werths der Variabeln nicht alterirt wird. so 
mufs,. bei dem Character der Allgemeinheit, welcher der Analysis eigen ist, als 
Regel angenommen werden, dafs die Gleichung für jeden Werth der Variabeln 
gültig sei. Zwar läfst sich denken. dafs die besondern Eigenschaften einer 
einzelnen Function davon eine Ausnahme begründen könnten; aber im Allge- 
meinen. und bis für den einzelnen Fall das (Gregentheil nachgewiesen ist, mufs 
die Gültigkeit der Gleichung für alle Werthe der Variabeln vorausgesetzt 
werden. 

Die gegenwärtig herrschende Auffassung der unendlichen Reihen wider- 
spricht dieser allgemeinen Regel. 

Wenn man nemlich von den wenigen Reihen absieht, welche für jeden 
Werth der Variabeln convergent bleiben. so wird bei allen übrigen Reihen 
die Gültigkeit der Gleichung, welche die Identität zwischen der Reihe und 
einem geschlossenen Ausdrucke ausspricht, auf das meistens kurze Intervall 
beschränkt. wo die Reihe convergirt, wenn auch der geschlossene Ausdruck 
für die aufserhalb dieses Intervalls liegenden Werthe der Variabeln eine con- 
tinuirliche Function bleibt. 

Es ist daher zu vermuthen. dafs diese Auffassung der unendlichen 
Reihen unrichtig sein werde. weil sie eine Beschränkung in die Analysis bringt. 
die ihrer Natur widerstreitet. 

Der ursprünglich nur für endliche Reihen geltende Begriff einer Summe 
ist durch den Hülfsbegrilf der Grenze auf convergente Reihen anwendbar, 
schlechterdings aber nicht auf divergente. und deshalb nimmt man an, dafs 
die Gleichung für das Intervall der Divergenz ihre Gültigkeit verliert. Ist es 
denn aber nothwendig. die Auffassung der Reihe als Summe auf das Intervall 
auszudehnen, wo die Reihe divergirt? Die Natur der Analysis führt es mit 
sich, dafs die Bedeutung einer Gleichung für verschiedene Intervalle der un- 
abhängigen Gröfse eine verschiedene sein kann. ohne dafs die Identität der 
für das gesammte Intervall gültigen Gleichung aufgehoben würde. So ist die 
Gleichung 


m 


fm) = u 











I. Prehn, über die divergenten Reihen. 5 


wo m eine ganze Zahl bedeutet, für alle, sowohl positive als negative Werthe 
von »a gültig; für das Intervall, wo mn positiv ist. bedeutet «”: dafs das Product 
von ın Factoren = a zu nehmen sei; für das Intervall, wo m negativ ist, tritt 


die complieirtere Bedeutung ein, dafs erst « durch Division in die Einheit in 
5 ad 


m | 
zu verwandeln und sodann das Produet von »n Facloren = — zu nehmen 
d 


sei. Wollte man die erstere Bedeutung auch für das zweite Intervall fest- 
halten. so müfste man zu dem Ausspruch gelangen. dafs die Gleichung 
fm) = a" für negative Werthe von m keine Gültigkeit habe. 

Sollte nun nicht vielleicht bei Gleichungen, welche die Identität eines 
seschlossenen Ausdrucks und einer unendlichen Reihe darstellen, ein ähnlicher 
Wechsel der Bedeutung eintreten, der den bei divergenten Reihen scheinbar 
Statt findenden Widerspruch hebt? 

Dies ist der Standpunet, von dem ich bei der Untersuchung ausge- 
sangen bin, und der folgende Paragraph wird zeigen, dafs in der That bei 


divergenten Reihen dieser Fall eintritt. 


we! 
Bedeutung der unendlichen Reihen mit wechselnden Zeichen. 

Eine jede Gleichung. mithin auch diejenige. deren eine Seite eine 
unendliche Reihe bildet, hat die Bedeutung. dafs mit den darin vorkommenden 
Gröfsen gewisse Rechnungs-Operationen vorzunehmen sind und dafs deren 
Resultat an Gröfse dem Resultat der andern Seite der Gleichung gleich ist. 

Ist nun f(x) der geschlossene Ausdruck. dem die unendliche Reihe 

+a--br — ca" -- da’ — er’ -- 
nach den Regeln analytischer Rechnungen gleich zu setzen ist, so ist zu un- 
tersuchen, welche Rechnungs-Operationen mit den Gliedern der Reihe vor- 
genommen werden müssen, d.i.. welche Bedeutung man der Reihe beilegen 
müsse, damit die Gleichung 
1) fi) = ta+bdr— cr 4 de — 
für das Intervall der Convergenz und für das Intervall der Divergenz zültig 


sein könne. 
Ist die aus den n ersten Gliedern der unendlichen Reihe bestehende 


endliche Reihe 
br — er de — . - +pan' = 8 
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und lälst man rn ins Unendliche wachsen, so ist bekanntlich für das Intervall. 
wo die Reihe convergirt: 
(i) muB, = fie); 
es findet mithin die Gleichung (1.) für das Intervall der Convergenz Statt, wenn 
+u--br— ca’ -- da” — --- —= lim. $S, 
ist: d. h. die convergente Reihe kann als Summe ihrer Glieder aufgefafst werden. 
und durch lorigeseiztes Summiren nähert man sich immer mehr der Grenze f{x). 

Um nun die Bedeutung zu ermitteln, welche der unendlichen Reihe 
beizulegen sei. damil die Gleichung (I.) allgemein, auch für das Intervall der 
Divergenz. gültig sein könne, gehen wir aus von der Betrachtung des Summen- 
Ausdrucks 8, der n gliedrigen Reihe 

ta+br — ea +-de— --- +pa”, 
über dessen Bedeutung überall kein Zweifel sein kann. wenn man auch in den 
meisten Fällen nicht im Stande ist. denselben als bestimmte Function von 
und n darzustellen. Suchen wir zuvörderst die allgemeine Form des Summen- 
Ausdrucks 9, . 

Die Coöflicienten der Reihe müssen als Function von n angesehen 
werden: 8, kann daher nur eine Function von x und rn sein, und diese Func- 
tion mufs nach der Gleichung (I1.) bei unendlichem Wachsen von rn für alle 
in dem Intervall der Convergenz liegenden Werthe von x in f(x) übergehen. 
Selzt man daher 

Belt: 
so muls #'(x, n) für alle Werthe von .x, die in dem Intervall der Convergenz 
liegen. verschwinden. wenn rn in’s Unendliche wächst. 

In der n eliedrigen Reihe kann man nach einem bekannten Salze 


n—1 


immer © so grofs nehmen. dafs das Zeichen des letzten Gliedes p.x"”' über 


‚n—1 


das Zeichen der Summe SS, entscheidet. Da nun ». positiv ist, wenn n ge- 
vade. und negaliv. wenn n ungerade ist. so mufs bei dem Werthe von SS, das 
Nämliche eintreten. Dies kann aber. weil der allgemeine Ausdruck F(.«, n) 
dieselbe Form behält. es möge rn gerade oder ungerade vorausgeselzi wer- 
den. nur dadurch Statt haben, dals F\x, n) ein doppeltes Vorzeichen hat. 
von welchem das eine oder das andere gilt, je nachdem n gerade oder un- 
gerade ist. Die allgemeine Form des Summen - Ausdrucks ist daher 
Bee‘. 


So z. B. findet man für die Reihe 
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Die Gleichung 
S, = f()+ F‘(«, n) 
hat demnach, wenn F'(r, n) nicht verschwindet, zwei verschiedene Formen. 
nemlich 
S, = f(@)+ Fa, n), 
welche für ein gerades r» gültig ist. mithin die Werthe 
S, = (+t4+br) 
S, = (ta+br — cx’+da) 
SS, —= (ta+br — cr-+dr'— ex’- fir’) 
eic. 
bestimmt, und 
S, — f(©)— Fix, n), 
welche für ein ungerades n gilt, mithin die Werthe 
S, = (ta) 
I; —= (+ta-+bx2 — cr‘) 
Ss, — (ta+bx — cr” + de’ — er‘) 
etc. 
bestimmt. 
Die Gleichungen 
Ss. = f(@)+ f(x, n) 
Ss, = f(2)— Fe, n) 
enthalten aber beide den allgemeinen Werth von rn: der Ausdruck 5, hat 
daher auch für ein ungerades n eine Bedeutung: nemlich S,, ist das Glied, 
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welches in der nach dem Geselze S, —= f(“)- Fix, n) gebildeten Reihe 
IN Ne Du Dun .. dem ungeraden Index n correspondirt: eben 
so bedeutet 8, . wenn n gerade, das Glied. welches in der nach dem Ge- 
setze S, — f(x) — Fr, n) gebildeten Reihe S,. 8;, 8,,... S,_,, Sr... 
dem geraden Index n correspondirt. 


Es können demnach die Gleichungen 

Ss. = f{2)-+F(s, u 

Ss. = f()—Fien 
auf einen und denselben Werth von » bezogen werden. wenn man, je nach- 
dem » gerade oder ungerade ist, entweder S,. oder 8, die vorhin bezeich- 
nele Bedeutung beilegt. und man erhält alsdann die Gleichung 

(I) 3(8,+9,) = f(®). 

welches auch der Werth von n und Fix, n) sein möge. 

Vergleicht man die Gleichungen (1.) und (I11.). so ergiebt sich. dafs 
die Gleichung (1.) allgemeine Gültigkeit haben kann. d. i. sowohl für das 
Intervall der Divergenz, als für das Intervall der Convergenz. wenn die Bedeu- 
tung der Reihe auf die Weise aufgefalst wird, dafs mit ihren Gliedern die durch 
den Ausdruck 4(8, -- 8, ) bezeichnete Operation vorgenommen werden solle. 

Diese Rechnungs -Operation ist folgende. Es wird der Summenwerth 
der ersten n Glieder der Reihe gebildet. für ein beliebiges n; dieser ist 8, . 
wenn a gerade. 8, wenn n ungerade ist. Im ersten Falle berechnet man den 
Werth von NS,,. indem man 8, als das zum Index n gehörige Glied der 
Reihe 8,. 8,. 8.. 8. ... betrachtet: im letzten Falle berechnet man den 
Werth von 8, . indem man 8, als das zum Index n gehörige Glied der 
Reihe 8,. 8,. 8 


+ +69 


... betrachtet: endlich nimmt man von S, und 8, das 


arithmetische Mittel. 


Nimmt man das ganz beliebige n == unendlich. so wird für den Fall. 
wo die Reihe convergirt. S, = S, —S,, weil F'(w, n) verschwindet, und 





es gehet daher für convergente Reihen die Gleichung (II.) in die Gleichung 
(11.) über. nemlich in 
im. 8, = fle). 
Die complieiriere Operation redueirt sich demnach. in dem Moment, wo 
die divergente Reihe in eine convergente übergeht, auf eine einfache Sum- 





mirung; es wird daher bei diesem Ubergange die Identität der Gleichung 


econservirt. 
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In $. 19. wird gezeigt werden, dafs diese Bedeutung der divergenten 
Reihen noch aus einem andern Gesichtspuncte aufgefalst und auf ein schon 
bekanntes merkwürdiges Gesetz zurückgeführt werden kann. Der Kürze 
wegen werde ich in der Folge den Ausdruck gebrauchen: „Eine divergente 
Reihe ist als wröthmetisches Mittel aufzufassen.” Es ist aber unter diesem 
arithmetischen Mittel die vorher bezeichnete. an den Gliedern der Reihe vor- 
zunehmende Rechnungs-Operation zu verstehen. 

Das Vorhergehende giebt folgenden Satz. von welchem später noch- 
mals Gebrauch gemacht werden wird: 

Satz (IV.) Ist f(x) die Grenze der Summe der unendlichen Reihe 

ta+bx2 — cr’ -- de’ — 
für das Intervall, wo die Reihe convergirt, so ist dieselbe Function f(«) 
der Werth der unendlichen Reihe für das Intervall der Divergenz. wenn 
die Reihe als arithmetisches Mittel aufgelafst wird. 

Wenn man im Stande ist, den allgemeinen Summen-Ausdruck 8, der 
ersten n Reihen-Glieder darzustellen, so erhält man unmittelbar den Werth f(x) 
der divergenten Reihe durch die Gleichung 

fi) oe (8, + S, )- 

So z.B. ist nach den oben angeführten Werthen von 8, der Werth 

der Reihe 


x — 22° -- 32° — 40° - TU — 


divergent. wenn x — 1. 
Der Werth der Reihe 
22 — 4(22)+4(2r2)’— --- = log(1-+- 2x) 
ist divergent. wenn x — 4 
und der Werth der Reihe 


u 3 
[° 


2°— ... = arc. min. (lang. — 2) 


em 


u.ä 23 
ist divergent. wenn 2 — 1. 

Da man jedoch in den wenigsten Fällen den allgemeinen Summen-Aus- 
druck zu bilden im Stande ist. so ist die Anwendung dieser Methode selten 
möglich. Es wird aber im Abschnitt II. gezeigt werden, dafs es noch andre 
Mittel giebt. den Werth divergenter Reihen zu finden. 


Crelle’s Journal f. d.M. Bd. XLI. Heft 1. 2 











10 I. Prehn, über die divergenten Reihen. 


$. 4. 


Reihen mit bleibenden Zeichen. 
Eine unendliche Reihe mit bleibenden Zeichen 
fiz) = +a+ba-+ cr {di - 
läfst sich durch die Substitution von —y statt x in eine Reihe mit wechseln- 


den Zeichen verwandeln. nemlich 


fi-y) = ta—by +ey’—dy'- 
Da nun diese Reihe nach $. 3. die Bedeutung 4(S8, --S,,) hat, so erhält man. 
wenn die Substitution von — x statt y, 8, in ©, verwandelt. 
f(z) = 4(&,,+ ©.) 
Ist z. B. 
fie) = 1420 432° 440°4 .--, 


so erhält man 


r-y) =1-y4y Ay. 











\  >Ad+nt1 
(1 YE (1 +7 " 
) 1+-y)+1 
NS, —— | — hd 4 Y» 
(1+7y)? (+97) | 
daher 
_ 1 h n(d—ıa)+1 ‚ \n 
er . | a“ 2 (7), 
vr. (1—.ır)’ | Bw 
u. ) nA—x)+1 2)" 
nr 7 d-2)' (1—.r)" we 
folglich 
FE 
SL, Zn “n,, (1—.r)’ 


Es ist daher bei den Reihen mit bleibenden Zeichen gleichfalls die Auffassung 
als arithmetisches Mittel im Allgemeinen geboten; und nur für den Fall der 
Convergenz kann die Reihe die Summe ihrer Glieder bedeuten. 

Der Satz IV. in $. 3. findet aus dem nemlichen Grunde auch auf die 


Reihen mit bleibenden Zeichen seine Anwendung. 
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1. 
Bestimmung des Werths divergenter Reihen. 


$. 5. 
Möglichkeit eines directen Verfahrens. 

Ist man im Stande, den allgemeinen Summen-Ausdruck für die n ersten 
Glieder einer Reihe 

+a-+br — ex -- da’ — ea" - 
zu bilden, so geht aus $. 3. hervor, dafs sich alsdann leicht der Werth 
der Reihe = f(x) mit völliger Genauigkeit angeben läfst. In den Fällen. 
wo der allgemeine Summen-Ausdruck nicht gefunden werden kann, mufs man 
sich begnügen, den numerischen Werth der Reihe für den gegebenen speciellen 
Werth von x näherungsweise zu bestimmen. 

Bei den convergenten Reihen wird zufolge der Gleichung f{x) = lim. 8 
der Werth durch Summiren der einzelnen Glieder der Reihe ermittelt, und 
der Näherungs- Werth. zu welchem man durch dieses Verfahren gelangt. ist 
desto genauer, je mehr Glieder der Reihe man summirt. 

Für die unendlichen Reihen im Allgemeinen, mit Einschlufs der diver- 
genten, giebt die Gleichung f(x) = }(S, -—- 8, ) gleichfalls ein directes Nähe- 
rungs-Verfahren an. Wenn man das allgemeine Gesetz nicht kennt, nach welchem 
die Reihen der Summen gerader und ungerader Ordnung fortschreiten. so läfst 
sich eine genaue Berechnung von S, oder S,,, als eines zu einem bestimm- 
ten Index vehörigen Gliedes einer der Reihen, nicht ausführen; man kann 
aber den Werth von 8, oder 8, näherungsweise durch Interpolation be- 
stimmen. Wendet man den durch Interpolation gewonnenen Werth an, und 
führt im Übrigen die in $. 3. bezeichnete Operation aus, so gelangt man zu 
einem Näherungswerthe der Reihe. 

Es sei z. B. die gegebene Reihe: 


44 2, 41-1.3 2 1.1.3 
1.27 1'423 142.3.4 


1. | a . (2n — 5) (?n — 3) 
1.2.3.4... a1). 
ist divergent, wenn 21, und für 2 —1: 

1 2 1i— I - 


1-2 — 


„/! 


ist. Diese Reile 








deren allgemeines Glied + 


i 
we 
on 


oder 


‘ 5 7 21 3 
4 IH 4 


al 
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wenn P den Werth der in Parenthese eingeschlossenen Reihe bezeichnet; der 
demnach zu bestimmen ist. 

Da S, die Summe von n Gliedern bezeichnet, deren letztes positiv. 
und Ö, die Summe von n Gliedern, deren letztes negativ ist, so ergiebt die 
unmittelbare Summirung der Reihe P: 


en 4, u 
für n—=1, SS, = -0,625; n— 4, 8, = — 1,00; 
n 3, 8, = - 1,0625; a— 6b, U = — 323437; 
n—5, S, = -+2,35156; n—= 8, 8, = — 10.14061; 
»—1T, 8, = +6,26171; n—10, Su — 32,22066 ; 
n—12, 8. — 104,76939. 
Der Werth von » ist willkürlich und es sei a7, dann ist S, —= - 6,26171: 


S, ist nicht durch die Summirung gegeben, indem wir nur für die geraden 
Zahlen 8,, 08, . ... die Werthe gefunden haben. Betrachtet man aber S- 
als ein Glied der Reihe 8; , S,. ..., welches zum Index 7 gehört, so läfst 
sich der Näherungswerth durch Interpolation finden, und der ist ersichtlich 
negativ. Sieht man daher blofs auf die absolute Gröfse, so ist S- das Glied. 
welches in der Reihe 
Bi 20 ae, se, wu ia 2 ah 
Corresp. Glied 0.25. 1.00. 3.234937, 10,14061, 32.22066. 104.76939 
zum Index «== } correspondirt. Da diese Reihe sehr rasch steigt, so bringe 
ich sie, um mil mehr Sicherheit interpoliren zu können, auf die Form 
Index 2,=0, z=1, 2, —=32, 2,3, 2,4 2 =, 
Corresp. Glied 0,25, 0,333...(3), 0,35937 (3)?, 0,3755...(3)’, 0,39779(3)‘, 0,43115 (3)°, 
und selze 
0,25 = u, 0,333...=%, 0,35937 = u, 0,3755...=W, 0,39779 = u,, 
0.43115 = u,. 
Es ist alsdann 8, — u..(3)*. 


Wendet man nun die Interpolationsformel von Lagrange 








(Un— X, KEn—X,)::: In— LI, En — X). :» Ä 
u = —- u, - 0, ) u- 
KL NE— L).-- DE At RE Ar” A DOREEN 
hier an, welche für den Werth &,=3 sich in 
Bu Ä 
u, — 5 [3 (+ u) — 25 (U u,)-- 150 (w - w;)] 


gestaltet, so erhält man «, — 0,367204; daher ist 
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—. 





I — — 0.367204. (3)? oder 8. — } I.12: 11. 
Es ist aber SS. —= + 6,2617: 
folglich ist 4(8, —- 8, )— 0. 2688 


ein Näherungswerth der Reihe P, und die gegebene Reihe hat den Näherungs- 
werth 2 — P— 1.7312. Beachtet man nun, dafs die gegebene Reihe aus der 





| 5 
1 1« in f 2 F — au l TER e rn - J 2 . rn « 
Binomialreihe (1-+-y)' = 1--3) 1537) entspringt. wenn man 
vr setzt. so erhält man für die Reihe der geschlossenen Ausdrücke 
y(1--22)—=y3, dessen Werth = 1,73205.... ist. Der Unterschied zwischen 


dem Näherungswerthe, den wir fanden. und dem wahren Werthe der Reihe. 
ist daher kleiner als 0.0009. 
Als zweites Beispiel diene die Reihe 


y—4y'-+AIy’— Iy’-...: allgem. Glied + —y ; 
welche für den Werth y==1,5 in die divergente Reihe 
1,5 — 1.125 —- 1,125 — 1,26563 + 1.518576 — 1.859844 - 
übergeht. Setzt man diese Reihe = 1,5 — P, so ist 


P — 1,26563 — 1.51876 -- 1,89844 — 2,44085 -'- 3,20362 — 4.27149 
15,76650 — 7.86341 -1-10,81219 — 14.97073 -- 20.385209 — - 


und die Summirung giebt 


S, = -+ 1.265693, 
S, —=-- 1,64531. 
S, — 1 2,40808, S, —= —0,25313, 
Ss, —- 3,90809, = 0,79554, 
S—=+ 6857, = -1,86341, 
= + 12,73323,, 
Nimmt man hier das beliebige n gerade und n —=6, so ist 8, == — 1,8634. 
Zur Bestimmung von 8, kann man die Reihe 
Index 0, # 2, 3, 4, 5 
Corresp. Glied 1,26563, 1,23398 (4), 1,35455 (#)?, 1,64664(4)°, 2,16797 (4)‘, 3,02165(%) 
gebrauchen, und die Anwendung der Interpolationsformel giebt u, — + 1,4757; 
daher S, — 1,4757.(4)? oder 8, = + 3,0292; 
da nun S, —= — 1.8634, 





| 


so ist 408 --8,) 
und die gegebene Reihe 1.5 — P ist = 0,9171. 


0.5829 — P 
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Die gegebene Reihe ist aber log(1--y) = log (2,5) = 0,9163 ...; 
der gefundene Näherungswerth differirt mithin nur um 0.0008 von dem 
wahren Werthe. 

Um auch ein Beispiel von der Anwendung dieses Verfahrens auf eine 








convergenlte Reihe zu geben, selze ich in der letzten Reihe v—1: man hat 
alsdann die Reihe 
oe2 — 1—4-1—1- 
Die Summirung giebt 
ry 1.00. > =D, 
5, 08333 ...., Ss, = 0,5833 .... 
5, — 0,18333 .... 5, = RE; .. 
Ss. — 0.759524, Ss, — 0.634524. 
5, — 0.745635. S., = 0.645635. 
S,, — 0.736544; S.. = 0.653211. 
Nimmt man 2 —1. so ist 
SS, — 0.759524. 
und die Interpolation giebt SS. — 0,626618; 
mithin ist 468, 8.) — 0,693071. 
\immt man 2 —=6,. so isl 
SS, — 0.616667. 
und die Interpolation giebt SS —= 0,1770172; 
mithin 4(8, —-8,) = 0.693419. 


Es ist aber log? = 0,693147 

Es ist nur zweifelhaft, ob sich dieses Verfahren zu einer praclischen 
\llethode werde ausbilden lassen; denn es liegt in der Natur der Sache. dafs 
man einen grölseren oder geringeren Grad der Näherung erhalten werde, je 
nachdem die angewendete Interpolationsformel mehr oder weniger dem unbe- 
kannten Geseize der Reihe entspricht. Ich betrachte daher diese Methode 
[für jetzt nicht als practisch; wenn es gleichwohl möglich ist, dafs sie durch 
„weckmäfsige Auswahl der Interpolationsformel und Vorbereitung der zu inter- 
polirenden Reihen dazu ausgebildet werden könnte; ich habe dieselbe aber 
nicht übergehen dürfen, weil ihr Verfahren direct aus der Bedeutung der 


divergenten Reihen folgt, und daher besonders geeignet ist, die Wahrheit 


dieser Bedeutung in das rechte Licht zu stellen. 
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S. 6. 
Transformation der divergenten Reihen in convergente. 

Das einfachste Mittel zur Bestimmung des Werths einer divergenten 
Reihe ist die Transformation derselben in eine convergente Reihe. deren 
Summe man alsdann auf die gewöhnliche Weise berechnet. 

Ist der Werth einer divergenten Reihe, welche als arithmelisches Mittel 
aufgefalst wird, — f(x), so wird es auch eine convergente Reihe geben 
können. welche die nemliche Gröfse zur Summe hat. 

Das Problem der Transformation hat nun die Bedeutung: eine con- 
vergente Reihe zu suchen. welche den Werth der gegebenen divergenten 
Reihe zur Summe hat. 

Wir halten uns zunächst an die von Kuler häufig angewendeten Trans- 
formationsformeln. 

Hat die gegebene divergente Reihe wechselnde Zeichen und ist 


fix) = ta-+br — ca’- da? — ex’-- ..., 
a . 1 ’ ’ Y En : s 
so giebt die Substitution 2 = -—— , woraus y—= -— — folgt, wenn die Po- 
j u I+x ” 





ij a . . 
tenzen von m in Reihen entwickelt werden: 


F 
. YV 
re 





— ey" — 2cy’— 3cy’ 
dy’ -- 3dy* - 
— ey’+ 
und setzt man e—b = Ab, d—2c--b— 4°b, u. s. w. und statt v seinen 


s K u 
Werth 7, erhält man 
2 


” 2 x u a er % ey 
f(x) «= ta+b(47,)— 40 I) - ,-) - s%(-—) | 
eine Reihe, die convergent ist, wenn die Differenzenreihe der Coöfficienten 
fällt, oder langsam steigt; steigen die Differenzen rasch. so kann die ge- 
fundene Reihe divergent sein; die Wiederholung des Transformations - Ver- 
fahrens führt aber sicher zu einer convergenten Reihe. 
Hat die gegebene divergente Reihe bleibende Zeichen. und is! 
F(2) = ta+bz + c2’+d’- ..., 





u . ö ’ Yy M 
so führt die Substitution z — ir zu der Transformationsformel 





) 
Ka) = ta+Hb(3)+ 42) + (I) 4. 


1 n 
— 
< 
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welche jedoch nur dann eine convergente Reihe bildet. wenn die Differenzen- 
reihe stark fällt. 

Die Zuläfslichkeit dieser Kulerschen Transformationen, bei welchen die 
allgemeinen Regeln analylischer Rechnungen befolgt sind, wird bei conver- 
voenten Reihen. welche alsdann in mehr convergirende verwandelt werden. 
von Niemanden bezweifelt werden können; denn die Gleichungen 


fx) = tube — cr f de" — er + )- Ha) + ir 


+BG)4 


sind in diesem Falle. auch nach der jetzt herrschenden Ansicht, identische 











Hz) = +a-bz2 + ci - dt... = +a- b(- _ 


(leichungen. 

Die Gültigkeit der Anwendung der Transformation auf die Fälle. wo 
die Reihen +a-+-dbr— cr +..- und +4a--b2-+-c2°-- -.. divergent sind. 
läfst sich aber durch folgenden Beweis begründen. 

Wenn die Reihen für die Intervalle x > x’, z > x’ divergent sind. 

so "- > se = axrs u F er —r » pr .. 2 
so werden sie für die Intervalle 2 <x, z<Zz’ convergent sein; für diese 


Intervalle hat man demnach 


fa) = ta+br —cr-— ---: +a+b(77,)- B(-) - ..., 


F(2) = ta-bz- co +.. = +a- b( .- )+b(- —) + ..., 


u | nN 
.' 














und es sind f(x). F'z) die Summen. sowohl der auf der linken. als der auf 
der rechten Seite stehenden Reihen. 

Werden «>. und <>, so bleiben. der Voraussetzung nach, die 
auf der rechten Seite stehenden Reihen convergent; für diese behalten also 
f(x) und F'x) die Bedeutung der Summe dieser Reihen. Die Reihen auf 
der linken Seite werden divergent: f(x) und F'z) können daher für diese 
nicht mehr die Bedeutung einer Summe haben. Nach dem Satze IV. $. 3. sind 
aber die Functionen f(.) und Fx) für das Intervall der Divergenz die Werthe 
der als arithmetisches Mittel aufgelafsten Reihen. wenn die nemlichen Func- 
tionen /f(.r) und Fix) für das Intervall der Convergenz die Summen der 
Reihen darstellen. Die convergenten Reihen 


2a) 
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B) “ 


haben demnach Summen. welche den Werthen der divergenten Reihen 
+a-+ be — ca — 
+a-.bz — 02° - 
gleich sind. 
5: 

Verschiedene Beispiele der Bestimmung des Werths divergenter Reihen. 

Es wird zweckmälsig sein, mehrere Beispiele der Werthbestimmung 
divergenter Reihen aus den verschiedenen Gebieten der Analysis zu geben. 
Es sind natürlich nur solche Beispiele gewählt. bei denen die Richtigkeit des 
Resultats auf andre Weise geprüft werden kann. 

1. Die Reihe 





2 A rs 
DIS T FO ET (allgem. Glied +. 2). 
welche log(1--2x) darstellt, ist für den Werth z==1 divergent. Transfor- 
en x 2 2? oe 
mirt man sie, so ist hier — — 1,a—=0,0b=-—,c=>-., etc., folglich 
1l+r u 1 2 
H=0, Ar, =, Ar, Ned, SH—4r, = 
6—=%, IH—=0, N —= Ar, SYI=0, Hi, IYI=0, A — 
man erhält daher die convergente Reihe: 
aus 1+3(3)- 3. (4)’ + z( 4) + (2 4 Pr) 4 14) +7 (2) F 
und summirt man die hier aufgeführten 8 Glieder der Reihe, so erhält man 
den Näherungswerth — 1.098612, der noch in der 6ten Decimale richtig ist. 
da log (1 -- 2x) = log 3 = 1,0986122 ... 
2. Die Reihe 
i 1.3 ( i ui 1.3... (2 —5)(2n — 3) „" 
I ya tie 24, = allgemeines Glied + TEE a ) 


ist die Entwicklung von y(1-+-2y) nach der ee und ist diver- 
gent, wenn y==1. Ich bringe sie auf die Form 
4 Lu IL Yu 
I+y7%) 
wo die divergente Reihe 
Fe en 
Y=3y-IyTt3) 
zu transformiren ist. 
Es ist hier a=0, db=3,c=}%,..., mithin 
BER 7. WER ya ı — A’h-—— 10 b a7 
S=h 2M=i, NN Nee Pe Pe 
Sr, = ir 
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Man erhält demnach die transformirte convergente Reihe 


’ N . 2 r \3 
vv. (- I -)— 1 (- 7_\ _ ( I -) En 
14 47 4 1-47 ı 16 1+y 


Um eine mehr convergirende Reihe zu erhalten, wiederhole man das 





Verfahren. Es ist alsdann 
dad ei u 3 > ÜUBRBESEUEN . 2 N 5 7 Sen 3 
a—=0. d9= 2 1b — — 2 1b — v6 Ab = — Des Ib — u 
—— Pi P—=444, Jb=—1}, 


und man erhält 


Yy— ;(_/ —)+ 3( Ey Eu [9.73 
s\1+-2y7/ ! P\1+2y =i. I+2y 


Selzi man für y den Werth = 1 und summirt die S Glieder der Reihe. 


deren Coefflicienten hier angegeben sind, so erhält man den Näherungswerth 





Y — 0,26754. Es stimmt mithin der Näherungswerth der gegebenen Reihe 
2—Y—1,.73216,. mit dem wahren Werthe von y3 = 1.173205... bis auf 


die 4ie Decimalstelle überein. 

3. Als Beleg für die Behauptung, dals man zwei unendliche conver- 

vente Reihen nicht unbedingt in gewöhnlicher Weise mit einander multiplieiren 
dürfe, ist öfter angeführt worden, dafs die Reihe 

l 1 8 


= --1—- + F— ., (allgem. Glied + — 2"), 
yi v2 v3 yYn 





welche für »—1 convergirt, mit sich selbst multiplieirt die Reihe 


I. 1 l 31 1 | | 4 
DE ER TE DETT 7X Em dl 
yi y2 Y2 v3 (2.2) v3 


siebt. welche für «== 1 divergent ist und daher für verwerllich gilt. Ich 





werde zeigen, dafs diese divergente Reihe eben den Werth (8) hat. 

Man findet leicht durch Transformation der Reihe S in eine mehr 
convereirende. dafs S — 0,5545 ist; es ist daher (S$)' = 0,3075. Transfor- 
mirt man die obige divergente Reihe in eine convergente, so hat man, 

a—=0. b=1, Ab — 0,6818. 4b —= — 0,1369, 4°5 = 0,0573, 
Ib — — 0,0308, Ib = 0,0182, Ab —= — 0,0091 
und für z—=1 erhält man die convergente Reihe 
14) — 0,6818 (4)° — 0,1369 (4)" — 0,0573 (4)* — 0,0308 (4)? — 0,0182 (4) 


> 
- 


RBB — ni 


deren Summe —= 0.3075 — (S$)* ist. 
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4. Die Reihe 
log 1 2 E) um Cx- 3 K..r' — A K,.xc - 1 k,r‘ ee 


(allgem. Glied + IK x"), 
” n 


in welcher € die Constante des Integrallogarithmus — 0,5772157 und A, die 
Summe der unendlichen Reihe 














(1 1 4 l \ 

an ı nn I 4 ) 
bezeichnen. wird abgeleitet aus der Gleichung 

dlogi+x) ie: w.„„eum 
dx = -TTisatsgen, 
ıı A & 3X 
indem die Glieder II z2° Tiiz >; nach Polenzen von © entwickelt wer- 
Kr +4r 


den; und da nun die dadurch entstehenden Reihen divergent sind. wenn 
x —1 ist, so wird angenommen, dafs die gegebene Reihe nur für die Werthe 
x <1 gelte. 

Ich werde zeigen. dafs die Reihe auch für gröfsere Werthe von «, 


z.B. für z2=2, ein richtiges Resultat giebt. 


Bringt man die Reihe auf die Form 
— C++ KR.’ —ıK,.--a’P, 
Wo 
P = ıK,.—ı K,xc’-+ AK, — > ze 


und nimmt die Werthe von A,, R,,..., wie sie in Legendre „Exercices” 
aufgeführt stehen, so erhält man zur Berechnung des Werths von P: 


a—0,. b — 0.2705808, 


Ab — —0,0631953, Ib —= -10,0253669, 1b — — 0.0130458. 
4b — - 0,0076917, Ib —= — 0.004939. Ib — -- 0.0033661. 
1b — —0.0023973. 41° = -0,0017676,. Ib —= +-0,0013406. 
4"b — — 0,0010409,  4"b = — 0,0008244,  41"b — - 0,0006640. 
4b — — 0.0005428.  4"b — — 0,0004494, ferner > —4, 

daher 


P = 0,.2705808 (3) +- 0.0631953 (3)°-- 0,0253669 (3) - - ». 
und wenn die 15 Glieder dieser Reihe, für welche die Coöfficienten hier an- 


gegeben sind, summirt werden, erhält man P = 0.2203994. 
5» 
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Der Näherungswerth der gegebenen Reihe wird daher durch folgende 


Rechnung gefunden: 





ı K,(2)’ — 3,2898681, 
(2>’P = 1.7631950, 
--9.0530631: 
-C(2) = — 1,1544313, 


3.2054851. 
—-4,3599164; ; 
9.0530631 — 4.3599164 — 0.6931467. 
Der wahre Werth von log/\1--2) ist = log? = 0,.69314718..... 
mithin ist die Differenz <- 0,0000005. 


- 


9. Es wird allgemein angenommen, dafs die Anwendung der Sum- 








menformel 
A 


| [a EEE, 
| nn z1— ar F(ur)de — - — | 
1.2.3...(p —1)J ( ‚ \ Mn @(@+1)(@ +2)... (e+p—1) 


A, A, 
(@ - A\(a-+P-+1) PR («+ 8-+p—1) 7 (@+2/)(@ +28 +1)... (@+28+p Tu 


ın welcher 




















F'(w) un A,-+ Aıu -A,u- 
ist, nur in den Fällen Statt finden könne, wo die Reihe A,+ A,u-- --- conver- 
. „ft .. . . ..» | . 
gent ist. und demgemäfs beschränkt man bei der Specialisirung F'(w = — die 
. _ u 
(Gültigkeit der Gleichung 
(1-+ u)’ 1 E 1 u Fr  ; u 
——— los (1--%) — —— — — = ge nu u nn 4 
2u’ oh ) 2u” 4u 1.8.8 >..." 2.0.5 4.5.6 


auf das Intervall © <1. 
Ich werde den Werth der Reihe für «==? berechnen. Die rechte 





Seite der Gleichung setze ich =4— P, wo 
u ur, 
© We. 25 NEE... A 
24 60 ' 120 
Zur Bestimmung des Werths von P hat man 
BR as FE 1 0 RER BE en Bi 
u—=0. 5 Ir Se Nee: = She: 
0 | 0 1'’h— l u: Fe 
Hrd=— in Nr ST — an M—=rr, Sd=— sl: 
WE. j 1 MBE__ N au. _ 1 NE __. 1 AM __ 1 
A b 364) 1 b — 7799 A d=,As;:; A b=— 4, A b—= str. 
ithin. da — ist 
mithin. da —2 1 
I+u ’ 
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und die Summirung der ersten 15 Glieder dieser Reihe giebt 


P = 0.0486919. 
daher 
ı — P — 0,1179748. 
Der Werth der linken Seite der Gleichung „, log3 — 4 — } ist = 0.1179694.... 
die Differenz daher —< 0.000006. 

6. Als ein Beispiel davon, dafs auch der Werth enorm divergirender 
Reihen durch wiederholte Anwendung der Transformationsformel gefunden 
werden könne, beziehe ich mich auf Laerox „Trait@ des differences et des 
series. n. 1046”, wo der Werth der Reihe 

1.2 —1.2.2°--1.2.3.2°— - - - (allgem. Glied +1.2.3.4...n.x”) 


für 2 =1 nach einer Berechnung von Euler zu 0.4008 bestimmt wird. mithin 
erst in der 3ten Decimale abweichend von dem Werthe 0.40365 .... wel- 


cher durch Berechnung der transcendenten Function ee gefunden wird. 
(Vergl. Lacrorx ib. n. 1116). 

7. Um endlich auch von der Transformation einer Reihe mit bleibenden 
Zeichen ein einfaches Beispiel zu geben, sei die Reihe 


5 — 1+3r-+6r-102°- --- (allgem. Glied — 


n(n—1) 
1.2 
segeben. wo 
a:=$, Bud, Mu Stel, Im U u BD 


ist. Die Kulersche Formel giebt in diesem Falle, weil die Differenzen. von 





der 3ten an gerechnet, verschwinden: 


mithin für © > 1 einen negativen Werth; und darin liegt kein Widerspruch. 





S—1+3(- 


1—x 


weil die divergente Reihe nicht als Summe, sondern als arithmetisches Mittel 
anzusehen ist. 


S$. 8. 
Allgemeinere Auffassung des Problems der Transformation. 
Ist die Reihe 
ta+br+ca-+di- --- = F(z) 
das allgemeine Schema einer unendlichen Reihe, indem die Coöfficienten be- 
liebige positive oder negative endliche Gröfsen sind. so hat man, da alle Reihen» 


welche hier betrachtet werden, nach der Maclaurenschen Formel sich ent- 
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wickeln lassen: 
| | Eu 
+1 = FO). bh — ı F"(0), en 1.2 F'(0) u. 5. W 
wo FO). FO). F”(O) die Werthe bezeichnen. welche der, hier übrigens 
als unbekannt vorausgesetzte geschlossene Ausdruck Fx) und dessen Diffe- 
rential-Coöfficienten F’(x), F"(x). ... für den Werth «==0 annehmen. 


Divergirt nun die Reihe für einen Werth 2= x’ und man will sie 


in eine convergenle Reihe verwandeln, so setze man 2 —w(y); woraus 
y=vn(x) folgt, wenn w,(x) die umgekehrte Function von w(x) bezeichnet. 
Man hat alsdann 

Fa) = Fivyl; 
und läfst sich die Function F'[w(y)], die wir zur Abkürzung —=y(y) setzen 
wollen. nach der Maclaurinschen Formel in eine nach steigenden Potenzen 
von y geordnete Reihe entwickeln, so ist 


p(y) = p(0)- 1 Oy + ON +" N’ e 
Die Differenziirung der Gleichung 

v(y) F|w(y)] giebt aber 

or) = Fler). 

ey) = FEN leI+ Flven)ieo"n: 

"= FEIERN H3F" EVER We”). 
u. Ss. W. 


Hat nun die Function «= w(y) eine solche Form, dafs für y=0 auch 2 =0. 
mithin w(O)—=0 ist, so erhält man aus den obigen Gleichungen: 
(0) = FO) = +e, 
(0) = F'(O)w 0) = bw), 
g"(0) — FO) (WO) + F'O)w"0) — 1.2.c(w (0) + bw"O). 
0) = 1.2.3:d@w O0)’ +3.1.2.cw O0) w"(0) +bw'"(O), 


u. Ss. W.. 
und daher 


Be 2.0 PB um. 
Fivy)l = gr) = +a+bW0).y+[ewOy+Tz VO ]y' 


Far u c ' „ | b ı \ 
7 lacv (0), —- 2 i3 vv (0) w (0) % 123 w (0) | y _- ..., 


oder. wenn x für w(y) und w,(x) für y restituirt wird: 
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\ 


ıg \- \ | Yalın\? | b 7 FETT 
+a-+ [dw (O)]w, (@) +(eiy (0) - 13, 0) v,(2)) 


: ’ sc / m; .; 
= v(O) iv (0 u 3 I (V \e Kr Y 


„wer 


( 


RB 





1: [4 (vo) +2 


Diese transformirte Reihe kann mithin ohne Kenntnils des geschlossenen 
Ausdrucks F' x) aus der gegebenen Reihe gebildet werden. Die transfor- 
mirte Reihe wird für den Werth 2 = x’ convergent sein, wenn für diesen 
v,(2@)<_1 und wenn die Reihe der Coöffiecienten dw O), e(w 0)) - #2 vd, 
u.s. w. eine fallende ist: kann daher die Function w(y) = x so gewälılt 
werden, dafs diesen Bedingungen genügt wird, so wird man eine geeignete 
Transformationsformel erhalten. 

Die Zuläfslichkeii einer solchen Transformation kann bei convergenten 
Reihen keinen Zweifel haben; der Beweis der Zuläfslichkeit für divergente 
Reihen wird wie in ($. 6.) durch Hülfe des Satzes (IV. $. 3.) geführt. 


Ist die gegebene Reihe eine Reihe mit wechselnden Zeichen, und setz! 


. . Rz PR . . > » . 
man w(y) — . mithin w, @)=1I-: so erhält man die in ($. 6.) ent- 
w u » “ 


Y 
I—y 
wickelte Kulersche Formel 


= +4) I )+ 





. . . 7 \ Y sie 
Hat die gegebene Reihe bleibende Zeichen und man setzt ı(y) = (; mithin 
\ | wi 
x ai . “ r » . 
vw. (2) = 1, 50 erhält man die zweite Kulersche Transformationsformel. 
ng 


Die letztere Formel ist in der Regel mangelhaft; die erstere giebt eine 
rasche Näherung,. wenn die Differenzenreihe fallend ist. Ist diese aber stei- 
send, welches in den Fällen Statt findet, wo die Reihe der Coöflicienten 
a,b, c,.... entweder rasch steigt oder rasch fällt, so ist die Kulersche 
transformirte Reihe langsam convergirend, oder gar divergent, und es würde 
daher eine wiederholte Anwendung der Transformation nöthig sein. 

Man kann aber auch Transformationsformeln aufstellen, welche für 
diese Fälle passend sind. 

Für den Fall des raschen Steigens der Coöflicienten a,b, e, 


der Reihe 
+a+br2 — ce -+dre’—.-.. 
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/ \ Y * * E . [ 
setze man w({y) —= — " —.. mithin w, (X) = — - Dies giebt 
I— my | I+-mr 
’ 1 Fr 2m m 2.3.m? 
w(y) = ———. vl(y) = - —, v'y) = ’ 
2 (1— my)’ (Y) (d— my)’ Pr (i— my)‘ 
daher 
w(0) — 1. (0) = Sm, WO) ee, 


und man gelangt zu der transformirten Reihe 


+4- rer ) (eb) (2) +4 mem) 


welche bei einer passenden Wahl von m» >1 convergiren wird. 
Für den Fall, wo die Coöfficienten der Reihe 


+a—br— ca +dre’— ..- 


sehr rasch fallen. wobei die Reihe dennoch für einen entsprechenden Werth 

















e . , my od ME 
von .r divergent sein kann. setze man y(y) = ——, mithin w, (x) = 
ne m—yY nr m+ır 
Ks ist alsdann 
m’ j 2m’ z 2.3.m? 
vn) = tr, U), vi) ee 
2 (m—y)‘ ’ (m—y) (m —y) 
daher 
2 2.3 
N; \ „#, m, . 
ı/ 0) — 1. il (0) .— RE ) 0 = < ” ar 
es ah m v (0) m’ 


und man gelangt zu der transformirten Reihe 


ta- m 1 Fi -) — (mc — b) - nr -(m’d — 2 mc - (5) — | ; 


welche bei einer passenden Wahl von m» —> 1 convergent sein wird. 





6. 9. 

Sonstige Mittel zur Bestimmung des Werths einer divergenten Reihe. 

Um den Werth einer divergenten Reihe indirect zu finden, ist es 
nicht gerade nothwendig. sie in eine convergente Reihe zu transformiren. 
Wenn man die Reihe nur durch irgend eine den Gesetzen analytischer Rech- 
nungen entsprechende Transformation auf eine Form bringt. die eine Werth- 
berechnung zuläfst. so kann dadurch der Zweck erreicht werden. 

Der Beweis der Zuläfslichkeit einer solchen Transformation wird wie in 
($. 6.) geführt. 

Als Beispiel wähle ich die Verwandlung der unendlichen Reihe 

S—1—1.r+1.2.2°—1.2.3.2°-+- -- 








2» 
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deren allgem. Glied +1.2...n.x” ist und welche für #— I divergirt. in einen 
Kettenbruch. (Vergl „Lacroixw Traite des differences et des series. n. 1065.) 
Setzt man 
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"NSRHRREE.; 22 +62 — 242712020 70H a 
0 A—E +20 68° Mr 120er t.. — IIB’ 
B z— 42°+182°’— %r!+600.2°— --- | r 
u 1—2x + 62° — 24r7°+120.0°— 146° 
u. 2x —12.0°+72 2° —480.x'-+ --- | 2ır 
ee 1— Ar +1820?— Hart... 4+D? 
227 —18r’144r2’— ... 2r 
gm = u a 
1— 6: 4 362°... IE’ 
n_ aba: 3 
Ben I—- 92 +... TTFF 
EF— 307—48r1°+ +. a’ 
Ya I—120 +. 1+6 
und so ferner 
4.r 4x Ir 
G — u H — , En nn, ,»S. W.. 
u iM I+T 7 A 
so erhält man den Kettenbruch 
1 
1 — 
(8 
2a 
14, 
14 
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Für 2==1 erhält man die Näherungswerthe 


24 300 
099 Bun. 7 7,0% 


Ey FprN 
PaRe « 
15) 


44 
3 


m 


y) 
welche abwechselnd gröfser und kleiner sind als der Werth der Reihe und 
sich immer mehr diesem Werthe nähern. 

Der Werth der Reihe it = 1—P, wenn P den Werth der in 
($- 7. No.6.) berechneten Reihe: 1.2 —1.2.2°+-1.2.3.2°— --- bezeichnet, 
— 0,40365 ...; mithin ist 1— P—=0,59634 .... Es ist aber 434 — 0,5933 
und 357 == 0,5988, und es läfst sich die Näherung beliebig verstärken. 

Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XLI. Heft 1. 1 
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$. 10. 
\ligemeine Bemerkung über die vorhergehenden Methoden. 

Bei genauerer Untersuchung wird man finden, dafs die Anwendung 
der vorhergehenden Methoden zur Bestimmung des Werths divergenter Reihen 
Schwierigkeiten haben könne, wenn man einen bestimmten Grad der Näherung 
verlangt. Namentlich sind sie zur Berechnung der Reihen mit bleibenden 
Zeichen oft unzureichend; so wie bei Reihen mit wechselnden Zeichen, in den 
Fällen. wo die Transformation auf eine langsam convergirende Reihe führt. 

Auch lassen sich oftmals die @renzen der Näherung nicht mit hinläng- 
licher Genauigkeit bestimmen; was von einer praclischen Methode billig ge- 
fordert wird. 

Diese Mangelhaftigkeit der Methoden berührt indefs nicht den Gegen- 
stand. den ich behandele; es ist für mich hinreichend, nachgewiesen zu haben, 
dafs und durch welche Methoden es möglich sei, den Werth divergenter 
Reihen zu berechnen. Practische Methoden werden bald geschaffen sein, wenn 
diesem Gegenstande eine allgemeinere Aufmerksamkeit zugewendet wird. 


111. 


Erstreckung der Bedeutung eines arithmetischen Mittels und der 
Methoden der Werthbestimmung auf alle nach Potenzen einer 
Variabeln geordnete divergente Reihen. 


$. 11. 
Begründung. 

Wir haben bisher nur die Reihen mit wechselnden Zeichen und die 
Reihen mit bleibenden Zeichen der Betrachtung unterzogen, und gesehen, dafs 
die letztern durch Veränderung des Zeichens der Variabeln sich in Reihen 
mit wechselnden Zeichen verwandeln lassen. Wir wenden uns jetzt zu den 
Reihen. bei denen ein Wechsel der Zeichen in anderer Weise Statt findet: 
welche Reihen mit veränderlichen Zeichen benannt werden mögen. 

Da hier überall nur von Reihen die Rede ist, die durch Entwickelung 
einer Function entstanden sein können (Vergl. $. 18.), die mithin nach einem 
bestimmten Gesetze gebildet sind, so mufs ein regelmäfstger Zeichenwechsel 
bei jeder Reihe vorausgesetzt werden. Um die Regelmäfsigkeit festzuhalten. 
betrachten wir die Reihen mit veränderlichen Zeichen entweder als Reihen 





1. Prehn, über die divergenien Reihen 27 


mit wechselnden Zeichen, oder als Reihen mit dblerbenden Zeichen. bei denen 
für jedes »nte Glied ein entgegengesetztes Zeichen eintritt. 
Im ersten Falle erhält man, z. B. wenn »—=3, die Reihe 
+a--br— ca’ — da’ + eat fa’ — ya! — hir’ 412% 
und wenn m —=4, die Reihe 
6 | 


tua+b2e— cr +d —er— far ga’ + hr —iar kart le" — 


Im letzten Falle entsteht. wenn m —=4, die Reihe 


1} 


ta-+brc#+de —er + fe — ga —hr’-ir kr — 

Zu dieser Classe von Reihen gehören auch diejenigen Reihen mit wechseln- 
den Zeichen. bei welchen in regelmälsiger Folge gewisse Potenzen der Variabeln 
fehlen und bei denen eine Substitulion nicht möglich ist; denn restituirt man 
die fehlenden Glieder mit den zugehörigen Coäfficienten — 0. so verwandelt 
sich die Reihe mit wechselnden Zeichen in eine zur obigen Classe gehörige 
Reihe. Die Reihen mit bleibenden Zeichen endlich, bei denen in regelmäfsiger 
Folge gewisse Potenzen der Variabeln fehlen, lassen sich durch Veränderune 
des Zeichens der Variabeln auf Reihen mit veränderlichen Zeichen redueiren. 

Eine jede Reihe mit veränderlichen Zeichen läfst sich offenbar auf 
die Form 

tat+zeF,(z)+ta’F,a)+ --. +=2”F,(z) 
bringen. wo, je nach Beschaffenheit der gegebenen Reihe, das obere oder das un- 
tere Zeichen gültig ist, und F\(x),. Fi(x),.... F',(x) Reihen mit wechselnden 
Zeichen. oder Reihen mit bleibenden Zeichen, mithin nur solche Reihen be- 
zeichnen, die wir in den vorhergehenden Paragraphen behandelt haben. 

So z. B. läfst sich die erste der oben angeführten Reihen auf die Form 

ta [bp de -—- fa —ha’- .--] 
— X [e—ex+ya'— |, 
die zweite auf die Form 
ta+x[b+ex-ha- .--] 
BE [e 2 fx + 20” + a -] 
+ fd ya’ ka" ..-] 
bringen, und durch Substitution von %, resp. für « und «’, wird die erste auf 
zwei unendliche Reihen mit wechselnden Zeichen, die zweite auf drei unend- 
liche Reihen mit bleibenden Zeichen redueirt. 
Bezeichnet S(a-+b.xr--..-) eine unendliche Reihe mit veränderlichen 


Zeichen, welche dem Vorstehenden nach sich auf die Form 
4 * 
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+ta+szF,()+rF,(2)+ --- +2” F,(x) 


bringen lälst. und sind f(x). R(&),. ... f„(x) die Grenzen der Summen der 


unendlichen Reihen F\(r). Fi,(x), ... F',(x) für das Intervall der Conver- 
venz. so Ist 
S(u+br-+..) = tatrfi() tea) - He”) 

für das Intervall der Convergenz eine identische Gleichung zwischen der 
Reihe S(a--bir-- »--) und der auf der rechten Seite stehenden Function, 
welche die Grenze der Summe der Reihe S(a--dx2-----) darstellt. Erhält 
aber x einen so grofsen Werth, dafs die Reihen divergent werden, so folgt 
aus dem Satze (IV. $.3.). dafs alsdann fi (&). (®), ... f„(X) die Werthe 


der unendlichen Reihen (x), F\(x), ... F',(x) für das Intervall der Diver- 
venz darstellen. wenn diese Reihen als arithmetisches Mittel aufgefalst werden. 
Mithin ist dieselbe Function 
zetsch tr)». ET. 

welche für das Intervall der Convergenz die Grenze der Summe einer Reihe 
S(a-+bxr- »-.) ausdrückt, zugleich der Werth dieser Reihe für das Intervall 
der Divergenz, wenn die Reihe. dem obigen Functions- Ausdrucke gemäls, 
als ein Aggregat arithmelischer Mittel aufgefafst wird. 

Es ist einleuchtend. dafs die in ($$. 6 bis 9.) entwickelten Methoden 
der Werthbestimmung divergenter Reihen durch Transformation auf die Reihen 
mit veränderlichen Zeichen Anwendung finden, indem es nur einer Transfor- 
malion der Reihen FF, x,, Fi(x), ... F',(x) in convergente Reihen oder in 
eine sonstige für eine Werthberechnung geeignete Form bedarf, um den Werth 
der Reihe S(a—+-b.r-- -» +) zu finden. 

Sollte die Entwieckelung einer Function Reihen geben können, die sich 
den vorhin betrachteten Classen nicht unterordnen lassen, so werden sie doch 
als ein Aggregat mehrerer, mit verschiedenen Potenzen von x multiplieirter 
Reihen von den vorhin betrachteten Classen aufgefasset werden können, und es 
werden demnach die vorstehenden Sätze durch eine ähnliche Schlufsfolgerung 
auch auf solche Reihen sich erstrecken lassen. 

Da nun alle Reihen, welche nach Potenzen einer Variabeln geordnet 
sind. entweder Reihen mit wechselnden Zeichen, oder Reihen mit veränder- 
lichen Zeichen sind, oder sich auf die eine oder die andere dieser Classen 
redueiren lassen. oder endlich als ein Aggregat mehrerer solcher Reihen an- 
vesehen werden können, und wir nur diejenigen Reihen von der Betrach- 
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tung ausgeschlossen haben, deren Coöflicienten unendlich werden. so ist die 
Bedeutung eines arithmetischen Mittels, resp. eines Aggregals arithmelischer 
Mittel, und die Möglichkeit der Werthbestimmung divergenter Reihen für alle 


Reihen nachgewiesen worden, die unter der Maclaurinschen Formel 





. rw 


a u. x” 
F'x\ - (0) - F'\d®) T 1 F V) 3 - 
enthalten sind. 


$. 12. 
Andeutung einer anderweiten Form. 

In dem vorhergehenden Paragraph ist eine Reihe mit veränderlichen 
Zeichen als ein Aggregat arithmetischer Mittel dargestellt worden; sie wird sich 
aber auch als arithmetisches Mittel mehrerer Summenwerthe auffassen lassen. 

Ist 

S(a+dbr+ .) = ta+b2r— cr +dr’—er- --- +fı" gr 


on 2” r* | ee % En |_ net nn ner 


l 


mM 


eine Reihe mit veränderlichen Zeichen, in welcher bei jedem (m-- I )ten Gliede 
ein entgegengesetztes Zeichen eintritt, so hat man nach dem Obigen. wenn 


m--1) gerade ist: 


Sa-bx..)—= tatr[b+ge”" me” + ..- rat "vr" ] 
BE z’[e- hr" -; n x” ln 2 sgArDm | ch” 4 .. ] 
- x’ [d | 2.0" Mr -- 2 dr - xt" - hung | 
E Sue Pi. / m | ee ci ua ’r J vch"” | Zna | 
J L/ ) d r I P DE Zu | 1 


Wäre m--1 ungerade so würde das Zeichen der letzten Glieder jeder 
Periode von dem Zeichen des ersten Gliedes der Periode verschieden sein; 
z. B. das Zeichen von f vom Zeichen des 5 u.s. w.,. und dann würden die 
in Parenthesen eingeschlossenen Reihen wechselnde Zeichen haben. Die fol- 
sende Ausführung pafst indefs auf beide Fälle. 

Sucht man den Summenwerth der ersten n Glieder der Reihe 
S(ua-br- ...): 

S, = a+-br— ce: tpx". 

so hat man, je nachdem » von der Form km--1, km--2,...—=(k--1)m 
ist. mehr oder weniger Glieder der in Parenthesen eingeschlossenen Reihen 


zu summiren. Es ist nemlich 
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S,, +a+ 2[b-- ga”- 
— x [e+ her" - 


+ z’[d--:2” - 


! ge" If- la” 


ta— x[b-+-g2”- 


Fran x“ le In hr" - 
ne ge” | f- ir" + 
N, . 3 - + d -- T Id +9 ze” a 
— x | Ü - A 2”. | 
+ z’[d-- 1x2" - 
Lg" [ft le" - 
bis 
N) ee 


(A+1)m 


u... 
ta+ z[d-+g92”- 
— 2" [c-+ ha” - 
— e"[e-+kı" - 
+ ar lfHler- 
mithin hat 8, 


Die erste 


km--2. 





S, bezeichnen wollen. 
Es bedeutet mithin 8 


ny 
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| (k—1)m 
+rı . ] 
+32 De] 


4 22-9] 


| ‚(A—1)m 
ruu » 


=» Pa aD ui B ® er 


L $ „Ir-Um | 


-u a s 


= r.2.(-")r 1» 2] 


ce 


—])m 


„im | 


I gg -Ww& 


+ 1207 Um] 


+ Fed 


Pr y2'-VDm . v x] 


(k—-1)m n 


- wach”] 


4 u $ L 


u f g(K-Dm l z.ch"] 


+ ua2t9"]; 


mn verschiedene Formen. von welchen 
für die Summen S,, S,.1, Sauzıs ---. 
Die zweite für die Summen 8;, Ss, Namıas +++. 


Die letzte aber für die Summen S,. I. Nams 
Anwendung findet. Setzt man in die m Summen-Ausdrücke resp. für km-1, 
und (4--1)m den allgemeinen Werth n, so erhält man die 


ev 


verschiedenen Formen des Summen-Ausdrucks; welche wir durch S,, S,. ... 


.„ wenn n nicht von der Form km- 1 ist, ein 


nach der ersten Form des Summen-Ausdrucks in die Reihe S,, S,..ı, Namiıs :-- 
interpolirtes, zum Index n gehöriges Glied; S, bedeutet, wenn » nicht von 
der Form Akn--2 ist, ein nach der zweiten Form des Summen-Ausdrucks in 
interpolirtes, zum Index n gehöriges Glied u. s. f. 


die Reihe Bin S 29 Rn 129 00. 
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Aus dem Vorhergehenden ist bekannt, dafs die Summen - Ausdrücke der in 
Parenthesen eingeschlossenen endlichen Reihen, mögen die Zeichen wechselnd 
oder bleibend sein, sich auf die Form 
f(z)+F(&,n) 

bringen lassen, wo f{.r) die Function bedeutet, welche für das Intervall der 
Convergenz die Summe der bis ins Unendliche fortgesetzten Reihe, und F\ x, n 
eine Function von x und der Gliederzahl nr darstellt. welche für das Inter- 
vall der Convergenz bei unendlichem Wachsen von rn verschwindet. 

Von den Summen-Ausdrücken S,., S,,. ... enthält jeder eine Anzahl 
m Summen - Ausdrücke von obiger Form, welche blofs insoweit verschieden 
sind. als zu dem einen mehr Glieder derselben Reihen coneurrirt haben. als 
zu dem andern. 

Sind die »» Summen-Ausdrücke von der Form f\.x)+F.r,n). welche 


in jedem der Ausdrücke S,. 8,,, ... enthalten sind. nemlich: 
tan ADIIMam, --:- Kati, n). 
und setzt man für irgend einen der Summenwerthe 8, : 
+a cf, (2) ef, (X) 5: En + a ın 3 |. Y A “ 
+(zF, (,n)— "F,(2,n)+ --- +@”F,.(on)) = v(a)b(e,n). 


so ergiebt sich aus der Betrachtung des Intervalls der Convergenz, dafs y(.x) 
die Grenze der Summe der unendlichen Reihe S(a—-bdbx- ---) für das Inter- 
vall der Convergenz und (x, n) eine Function bedeutet, welche bei unend- 
lichem Wachsen von n für das Intervall der Convergenz verschwindet. 

Die Summen- Ausdrücke B, S,,. ... werden sich durch Anwendung 


dieser Reductionen immer auf die Form 


‚I pp | .\ ix ) 
S, _— f (X) u. v \d / » Tr; N) 9 
Ss FE Y (“) + Ws (x) ch (2, n), 
(A) 
Mu au f (2) -- WW, (X) $p(z, n) 
bringen lassen; wo we) + we) + Wr) Wer) —=O sein wird. 
Wenn demnach 8,. 8,.... u. s. w. auf den nemlichen Werth » 


bezogen werden, so erhält man: 


I, + S,, + Sn, + dus + S,,, 


m 





= iR); 


was auch der Werth von n und $(x, n) sein möge. 
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Eine divergente Reihe mit veränderlichen Zeichen wird daher, analog 
mit den Reihen mit wechselnden Zeichen, als ein arithmetisches Mittel auf- 
gefalst werden können; nur dafs bei diesen Reihen mehr als zwei verschie- 
dene Werthe zum Mittel concurriren. 

Es würde sich offenbar auf diese Bedeutung der Reihen ein dem 
Verfahren in ($.5.) analoges directes Verfahren der Werthbestimmung gründen 
lassen. welches indefs practisch nicht eben von Werth sein könnte, weil die 
Vermehrung der durch Interpolation zu bestimmenden Gröfsen die Rechnung 
erschwert. 

Der allgemeine Beweis des Gesetzes (A.) und dessen Erstreckung auf 
alle nach Potenzen einer Variabeln fortschreitende Reihen hat mir bisher nicht 
gelingen wollen. 


$. 13. 
Ein Beispiel. 
Als Beispiel für den Satz des vorigen Paragraphen wähle ich eine 
sehr leicht zu behandelnde, aber vielfach besprochene Reihe. Die Entwicke- 


1+r ; 
lung von 77772 giebt die Reihe 
| “ u. 





1-12 elf it... 


Setzt man 21. so erhält man 
1—1-+1—1-+ = 3, 


während die Specialisirung der Reihe 





1-0 — +0 — ..- — 2 \ 
el, 
1—1—-1—1-+1— ..- —= 4 
giebt. 


Zur Erklärung dieses Resultats hat Luyrange darauf aufmerksam ge- 
macht. dafs. wenn man der gegebnen Reihe die in derselben fehlenden Glieder 
x, a, x, ... mit den Coöfflieienten 0 hinzufüge, die Summe der Reihe 

1-0 —1--1-0—1-+ ---, 
je nachdem man bei dem nten, (n--1)ten oder (n--2)ten Gliede abbreche, 
— 1. —1 oder = O0 sei, wovon das arithmetische Mittel 3 sei. Man hat aber 


diese sogenannte Erklärung mit Recht zurückgewiesen, weil daraus nicht er- 





sichtlich sei. welches Recht man zum Nehmen des arithmetischen Mittels habe. 
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« 


Behandeln wir nun die gegebene Reihe nach der Vorschrift des vorigen 
Paragraphs, so tritt der wahre Grund der Lagrangeschen Erklärung ans Licht. 
Die Reihe it = 1— [1-2 -- 2° +] 
+21 +24+2°+ 1 
Die Summe der ersten n Glieder der Reihe ist daher, je nachdem » von der 
Form 3m —1, 3m oder 3m--1 ist: 


Dani — 1 no x’ | 1 - ’ x° - x PETER + gr. or | 1 1. x +2- >. 4 ; aim) |. 
SS; =— 1— xı° 1- - 2° + x m Em die te a | 1 4- x’ - x” - er 4 299], 
Ss, PR N — 1— z° 1- r% 4- . 2 Mer] «1 A‘ 2’ rc a3(m—)) . 


Nimmt man die Summen-Ausdrücke der in Parenthesen eingeschlossenen 
Reihen und setzt in den drei obigen Summen-Ausdrücken resp. für 3m —1. 
3m und 3m--1 den allgemeinen Werth n, so ergiebt sich. nach Reduction: 

















Y En 1+r 1+r n+1 
I, = 1242" A+s.c-tı° u; 
NY ar 1+x | LE n+1 
ee 1+24+2° ! 14+r4+.° sc, 
Ss, Ber 1 +r ' k: 1 —. art N 
14242” ' 1+&ı +17 


folglich, wenn S,, 8, und S, auf den nemlichen Werth von n bezogen 
werden: 





/ 1-+r 
3 (B- S,+ 8%.) or Sa 1+x tr? 


Der Werth der gegebenen divergenten Reihe ist mithin in allen Fällen 
—=48,+98,+98,), und da für z—=1: 8, —=0, 8, —=1, 8, —1 ist, 
so erhält man durch diese Specialisirung das Resultat von Lagrange. 


IV. 
Begründung der Zuläfslichkeit der Anwendung divergenter Reihen 
bei analytischen Rechnungen. 


g. 14. 
Begründung. 


Wir haben gesehen, dafs bei einer jeden Gleichung, welche die Iden- 

litäl einer unendlichen Reihe und eines geschlossenen Ausdrucks darstellt, wie 

Fix) = a+-br-+ca- +, 

wo die Coefficienten positive oder negative endliche Gröfsen sein können, bei 
Crelle’s Journal f. d.M. Bd. XLI. Heft 1. 1) 
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demjenigen Werthe der Variabeln —= x’, bei welchem die convergente Reihe 
in eine divergente übergeht, ein Wechsel der Bedeutung der Gleichung eintritt, 
indem die Identität, welche für das Intervall der Convergenz auf die Summe 
der Reihe bezogen werden kann, für das Intervall der Divergenz auf das 
arithmetische Mittel zweier Summenwerthe, resp. auf ein Aggregat arithme- 
tischer Mittel. bezogen werden mulfs. 
Es ist aber dennoch die divergente Reihe 
a; br2--ca +... (2 =8), 


wenn sie in der gewöhnlichen Weise als Summe unendlich vieler Glieder auf- 
gefasset wird, ebensowohl der richtige analytische Ausdruck (d. i. die den 
Gesetzen der analylischen Rechnung entsprechende Form) für die Function F(x) 
(«> x"). als die convergente Reihe 


a-bz-cH+..- (e <<) 
den richtigen analytischen Ausdruck der Function Fix) (2 <x') darstellt. 
und es kann daher bei allen analytischen Rechnungen sowohl die diver- 
sente Reihe 
a- bx--ca- 
für den geschlossenen Functions- Ausdruck F\x) (x x’), als die conver- 
sente Reihe 
a+bxe-+ca— .-- 

für die Function Fix) (e < x”) substituirt und mit diesen Reihen nach den 
allgemeinen Geselzen der Analysis mit völliger Sicherheit gerechnet werden: 
nır muls, wenn das Resultat der Rechnung sich in Form einer divergenten 
Reihe darstellt, diese Reihe als arithmetisches Mittel aufgefasset und der nume- 
rische Werth des Resultats nach den vorhin abgehandelten Methoden bestimmt 
werden. 

Es ist in den Paragraphen (6 bis 8 und 11) gezeigt worden, dals 
jede divergente Reihe, deren Werth einem geschlossenen Ausdrucke F*(.) 
gleich ist. in eine convergente Reihe transformirt werden kann, welche F\ x) 
zur Summe hal: und zwar durch ein Verfahren. welches den Gesetzen der 
analvtischen Rechnungen entspricht. Nun aber läfst sich beweisen, dafs man, 
wenn mit einer divergenten Reihe (die Reihe in gewöhnlicher Weise als Summe 
unendlich vieler Glieder aufgefasset) irgend eine Rechnungs - Operation vorge- 
nommen und hernach das in Form einer divergenten Reihe erscheinende Re- 
sultat in eine convergente Reihe transformirt wird, zu dem nemlichen End- 
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resultate gelangen mufs,. welches man erhält, wenn man vorerst die diver- 
gente Reihe in eine convergente transformirt und sodann an dieser conver- 
genten Reihe dieselbe Rechnungs-Operation vollzieht, welche mit der divergenten 
Reihe vorgenommen wurde. 

Im letzteren Falle aber wird der Gebrauch der divergenten Reihen 
vermieden und es kann daher über die Richtigkeit des Resultats kein Zweifel 
obwalten, da das Resultat selbst eine convergente Reihe ist. (Vergl. $. 15.) 

Es sei 

fix) = te + ße — yar+da!— --- 
eine unendliche Reihe mit wechselnden Zeichen, welche für 2 = .«' divergir!l. 
und es werde 





IT ta+p2e—ya?+da!— .-.), 


d. b. das Resultat irgend einer mit der Reihe vorzunehmenden Rechnungs- 
Operation, durch die divergente Reihe 


+A4A+Bır—Ca-Da— ..- 
dargestellt, so giebt die Anwendung der Eulerschen Transformationsformel: 
a—A, b=B, AB=C-—-B, 2B=D-—?RC-+B, u. s. w.. 


und man erhält als Endresultat: 


Mr) = 344 BI) Ba) HB) 


Transformirt man dagegen zuvörderst die gegebene divergente Reihe in eine 
convergente, so erhält man 


fie) = ta + BG) BGE) FIR Di a 














wo 
AP =y—P, PP—=d—?2y-+P, u S. w. 
Man hat demnach 


II(f(&)) = ++) Bl) +) — ), 


oder wenn man für 49, I°P, u. s. w. die entsprechenden Werthe substituirt. 


IR) Ita +H Bl) A) +04) ) 
Ist aber, wie oben vorausgesetzt worden, 


I tLa+Px2e—ya-+ or) u +44+Br— Ca’ De — FE 
so mufs auch 
5 * 
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te4 Be) -7-Al) +e-7+B) 


= \ x be abe ’ x 2 sad u ı x 3 iu hl; 
sein. und man gelangt daher auf diesem Wege, wo der Gebrauch divergenter 


Reihen vermieden ist, zu dem obigen Endresultal 


Ta) = +44 BG.) ABl) + Ba) 
Ist z.B. //(f(@))=f'(x), d. h. gleich dem Differential - Coöfficienten 


von f(x), so hat man 
fa) = P—2y2+ 30a —Ader’ +... 











und diese Gleichung kann auf die Form 
f, \ 1 I 2) 3 “ \ [- - 
fx) = — —[0+02 — Pr’ +2y2’— 3004 4er? — ---] 
KL : 


gebracht werden. Transformirt man die in Klammern eingeschlossene Reihe 
nach der Kulerschen Formel, so ergiebt sich 
= N En FR ten Zu ee Be N 
0m U, BP PQ, Ab = P—V = P, Ab — (7 P)» 
Sb—=3(d —2y-+P), u Ss. w., 
mithin ist, nach Einführung der Differenzen der gegebenen Reihe 4 — 73, 


Nb—=2AP, Pb—=3A°P, u. Ss. w., das Endresultat: 


fix) = = Br) 2 HR) — il 


Transformirt man andererseits die gegebene Reihe in die conver- 


sente Reihe 


MORE TEE Ce es terre 


so giebt die Differentiirung dieser Reihe, indem allgemein 


ee” 


ist. unmittelbar das nemliche Endresultat 


re) = HB) +] 


Wäre die gegebene divergente Reihe eine Reihe mit bleibenden Zeichen, 
so würde durch Anwendung der zweiten Kulerschen Transformationsformel der 
Beweis in der nemlichen Weise geführt werden können. Da aber alle Reihen. 
die nach Potenzen einer Variabeln fortschreiten, als ein Aggregat mehrerer 
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Reihen mit wechselnden Zeichen, oder mehrerer Reihen mit bleibenden Zeichen 
sich darstellen lassen (Vergl. $. 11.), so läfst sich der Beweis auf alle solche 
Reihen erstrecken. 

Es kann mithin der Gebrauch divergenter Reihen bei analytischen 
Rechnungen überall nicht zu fehlerhaften Resultaten Anlafs geben, und die 
Ursachen eines etwanigen sinnlosen Resultats sind in der Anwendung einer 
fehlerhaften Rechnung zu suchen. 


$. 15. 


Anderweite Begründung. 


Wenn gleich dieser Satz nach meiner Überzengung durch die Aus- 
führung im vorigen Paragraphen vollständig bewiesen ist, so dürfte es doch. 
bei der Wichtigkeit der Sache und bei der Stärke des Vorurtheils gegen die 
Wahrheit des Satzes, nicht überflüssig sein, noch einen Beweis nachfolgen zu 
lassen. der sich mehr an die herrschende Ansicht anschliefst. 

Es ist in neuerer Zeit vielfach in Frage gestellt worden, ob man ohne 
besondern Beweis berechtigt sei, die convergenten unendlichen Reihen den 
gewöhnlichen analytischen Rechnungs-Arten zu unterwerfen: z. B. eine unend- 
liche Reihe zu differentiiren, sie in eine Potenz erheben, den Sinus davon zu 
nehmen, u. s. w. Die Berechtigung wird geleugenet. wenn das Resultat der 
Rechnung eine divergente Reihe ist; ist dagegen das Resultat der Rechnung 
eine convergente Reihe, so wird auch nach der jetzt herrschenden Ansicht die 
Gültigkeit der Rechnung nicht bezweifelt werden. 

Bezeichnet nun 

f(x) = u+br-+-ca& de + --: 

irgend eine unendliche Reihe, in welcher die Coöfficienten posilive und negative 
endliche Gröfsen sein können, und ist die Reihe für die Werthe .« — .r’ diver- 
gent, so ist zu beweisen, dafs auch für das Intervall der Divergenz 

IIKfix)) = IMa-+-br-+ca-+-dae-- .-.) 
ist. wo /J irgend eine analytische Rechnungs-Operation bedeutet, die an der 
Reihe in der gewöhnlichen Art vorgenommen wird, wie wenn die Reihe 
die Summe unendlich vieler Glieder wäre. 

Wie auch die gegebene Reihe beschaffen sein möge, so kann doch immer 
der Werth von x so klein angenommen werden, dafs die gegebene Reihe und 
die das Resultat der Rechnung darstellende Reihe convergent werden; dann 
führt der Voraussetzung nach die Ausführung der Operation //[a -bx -- cx’-- +++] 
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an der convergenten Reihe nach den gewöhnlichen Gesetzen analytischer Rech- 
nungen zu einem gültigen Resultat. Es sei dies Resultat die convergente Reihe 


» I 


a+ßBe+yar- ++; 
alsdann ist 
HIlfa)) = «+ Pa va’ 

eine gültige Gleichung. 

Nun aber folgt aus dem Satze (IV. $. 3. und $. 11.): dafs wenn 
If x)) die Grenze der Summe der Reihe e+Px«+yx’-+ -»- für das In- 
tervall ist. innerhalb dessen die Reihe convergirt, dieselbe Function //(f(=)) 
auch der Werth der Reihe für das Intervall der Divergenz sein mufs, wenn man 
die Reihe als arithmetisches Mittel, resp. als ein Aggregat arithmetischer Mittel 
auffasset; mithin gilt auch für das Intervall der Divergenz die Gleichung 

II) = at Betr}. = Matbetert 
Was von einer einfachen Operation // gilt, mufs aber auch von einer Verbindung 
mehrerer Operationen gelten: es kann daher auch bei einer complicirten ana- 
Iyvtischen Rechnung durch die Anwendung divergenter Reihen ein fehlerhaftes 
Resultat nicht herbeigeführt werden. Die älteren Mathematiker hatten daher 
vollkommen Recht. wenn sie die unendlichen allgemeinen Reihen, ohne zu be- 
achten, ob sie convergent oder divergent sind, bei ihren Rechnungen gebrauch- 
ten; mögen sie sich nun den Grund der Berechtigung deutlich zum Bewulfstsein 
gebracht haben, oder nicht. 


$. 16. 
Analogie mit imaginären Ausdrücken. 
Dafs eine divergenle Reihe 


a-br- 


BLZ a 
(in der gewöhnlichen Weise als Summe unendlich vieler Glieder aufgefasset) der 
richtige analytische Ausdruck einer Function f(x) sein könne, obwohl der 
Werih von fix) sich nicht durch Summirung der Reihe finden läfst, kann 
für einen Mathematiker nichts Auffallendes haben, weil ganz analoge Fälle bei 
den imaginären Formen vorkommen. So ist 

a en 
der richtige analylische Ausdruck für die reelle Function cos und kann in 
allen analylischen Rechnungen für cos substituirt werden, ohne dafs dadurch 
fehlerhafte Resultate herbeigeführt würden; dennoch ist dieser Ausdruck in 


seiner gegenwärtigen Form (nemlich als Summe zweier Exponentialfunctionen 
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mit imaginären Exponenten ) nicht zu irgend einer Werthberechnung geeignet. 
Will man den Werth des Ausdrucks wissen, so ist es nothwendig. denselben 
in eine andere zur Werthberechnung geeignete Form zu transformiren; und wenn 
dies den Gesetzen analytischer Rechnungen gemäfs ausgeführt wird. so giebt 
der numerische Werth des Resultats den numerischen Werth des gegebenen 
Ausdrucks. So giebt die Transformirung in eine nach Potenzen von .r fort- 
schreitende Reihe 


‚2 | 
l vv xy 1 En 4 | J ee « 
\le 0 — 1— 4 a — 11 LOST. 
:| i | ..3 ——=:.3..4 





Die divergenten unendlichen Reihen sind in einem ganz analogen Falle. wie 
der Ausdruck L[eY-1| e'Y=!l: sie sind in ihrer eigenthümlichen Form zu 
einer dieser Form entsprechenden Werthberechnung nicht geeignet; transfor- 
mirt man aber eine divergente Reihe. den Geselzen analvlischer Rechnungen 
gemäls, in eine andere zur Werihberechnung geeignete Form, so giebt der 
numerische Werth des Resultats den numerischen Werth der divergenten Reihe. 

Nur in einer Beziehung findet zwischen dem imaginären Ausdrucke und 
der divergenten Reihe eine Verschiedenheit Statt. Der numerische Werth des 
imaginären Ausdrucks kann »ur durch Transformation gefunden werden, weil 
die imaginäre Form überall keine reelle Bedeutung hat. Der numerische 
Werth der divergenten Reihe dagegen kann nicht blofs durch Transformation. 
sondern auch durch ein directes Verfahren gefunden werden. weil die diver- 
genten Reihen eine eigenthümliche, ihrer äufsern Form nicht entsprechende 
Bedeutung haben, d. h. weil die divergenten Reihen als arithmetisches Mittel 
aufgefasset werden können. Wäre diese Bedeutung der divergenten Reihen 
nicht ermittelt, so fiele die angedeutete Verschiedenheit zwischen den imaginä- 
ren Ausdrücken und den divergenten Reihen ganz weg. und beide wären in 
ganz gleichem Falle. 

Diesen Gesichtspunet hätten die Vertheidiger der divergenten Reihen 
bei ihren Argumenten festhalten sollen; sie hätten die divergenten Reihen als 
eine Art imaginärer Form des entsprechenden geschlossenen Ausdrucks be- 
trachten müssen, welche durch eine den Gesetzen analylischer Rechnung ge- 
mälse Transformation auf eine zur Werthberechnung geeignete Form desselben 
geschlossenen Ausdrucks redueirt werden kann: denn die ungegründete Be- 
hauptung der neuern Mathematiker ( Vergl. Einleitung), dafs eine Transfor- 
malion divergenter Reihen in identische und convergente geradezu unmöglich 
sei. wäre auch ohne Kenntnifs der Bedeutung der divergenten Reihen leicht 
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zu widerlegen gewesen. Es würde sich dann wohl haben durchführen lassen, 
dafs es inconsequent sei, die divergenten Reihen aus der Analysis zu ver- 
bannen. während man die imaginären Ausdrücke zuläfst. 


$. 17. 
Angebliche fehlerhafte Resultate, die durch divergente Reihen veranlafst sein sollen. 
Es ist sehr auffallend, dafs man sich dazu entschlossen hat, die diver- 
voenten Reihen aus der Analysis zu verstofsen, ohne dafs Fälle nachgewiesen 
worden sind, in welchen die Anwendung divergenter Reihen zu fehlerhaften 


Resultaten Veranlassung gegeben hat. Zwar sagt Abel in seiner Untersuchung 
m 


über die Reihe 14-02 +» (Crelle's Journal ter Bd. S. 311 seq.): „Die 
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divergenten Reihen können zuweilen mit Nutzen als Symbole dienen, diese 
oder jene Sälze kürzer auszudrücken; aber man darf sie nie an die Stelle be- 
stiimmter Grölsen selzen. Thut man es, so kann man beweisen was man will: 
Unmögliches sowohl als Mögliches.”” Und dieser Ausspruch ist oftmals wieder- 
holt worden: aber ein Bewers der Behauptung findet sich nirgends. Sollte Abel, 
wie vielleicht aus seinem Briefe vom Jahre 1839 geschlossen werden könnte 
(S. Dr. M. Ohm, Geist der malhem. Analysis,) bei seinem Ausspruche blofs 
willkürliche numerische divergente Reihen vor Augen gehabt haben, so wäre 
derselbe allerdings vollkommen richtig, träfe aber alsdann gar nicht die Sache. 

Kine numerische Reihe kann natürlich der specialisirte Ausdruck un- 
endlich vieler verschiedener Funclionen sein. Ist nun die Reihe convergent. 
so hat ihre Summe immer eine bestimmte Gröfse, möge sie der specialisirte 
Ausdruck der einen oder der andern Function sein. eben weil die conver- 
gente Reihe als Grenze der Summe ihrer Glieder aufgefasset werden kann. 
Der Werth einer divergenten Reihe. die keine Summe hat, sondern als arithme- 
lisches Mittel aufgefasset werden mufs, ist eben deshalb von dem Ausdrucke der 
Function abhängig. durch deren Specialisirung man sie entstanden sich vorstellt. 
Eine numerische divergente Reihe, von der man nicht weifs, welcher Function 
sie ihre Entstehung verdankt, hat daher keinen bestimmten Werth, und darf 
nie an die Stelle einer bestimmien Gröfse gesetzt werden. Aber. wie kann 
überall von einer Rechnung mit solchen willkürlichen numerischen Reihen die 
Rede sein? In der Analysis entstehen die unendlichen Reihen durch die Ent- 
wickelung gebrochener, irrationaler und transcendenter geschlossener Aus- 
drücke und erscheinen demnach als Ausdruck bestimmter Funclionen: und wenn 
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man sie auch häufig durch Annahme eines speciellen Werths der Variabeln 
in numerische Reihen verwandelt, so kann doch über deren Ursprung nie ein 
Zweifel sein. Zwar kann man bei analytischen Rechnungen, wenn man 
für jedes einzelne Glied einer unendlichen allgemeinen Reihe eine demselben 
gleichgeltende allgemeine Reihe substituirt und das Resultat nach den Potenzen 
der Variabeln ordnet, auf unendliche Zahlenreihen geführt werden, die daher 
selbstständig und nicht als specielle Werthe allgemeiner Reihen zu entstehen 
scheinen. Allein betrachtet man den Fall genauer, so liegt in der vorge- 
nommenen analytischen Operation selbst die Nothwendigkeit, diese Reihen 
beziehungsweise als specialisirte Ausdrücke bestimmter allgemeiner Reihen zu 
behandeln. Und sollte in einzelnen Fällen ein Zweifel darüber entstehen 
können, welcher allgemeinen Reihe eine solche Zahlenreihe unterzuordnen sei. 
so wird dieser Zweifel immer dadurch beseitigt werden können, dafs man alle 
Glieder der gegebenen allgemeinen Reihe, der Reihe nach, mit steigenden 
Potenzen einer neuen Variabeln multiplieirt, alsdann die Substitution der allge- 
meinen unendlichen Reihen vollziehet und schliefslich die neue Variable — 1 
setzt: denn man erhält alsdann nicht Zahlenreihen, sondern allgemeine Reihen, 
die nach Potenzen der neuen Variabeln geordnet sind, welche erst schliefslich 
durch den Werth 1 der neuen Variablen zu specialisiren sind. Die in der 
Analysis vorkommenden unendlichen numerischen Reihen erscheinen daher im- 
mer als Ausdrücke bestimmter Functionen und haben demnach immer einen 
bestimmten Werth. 

Für solche Reihen also müfste die Wahrheit des Abelschen Ausspruchs 
bewiesen werden, wenn der Beweis den Gegenstand treffen sollte. 

So viel mir bekannt, ist Professor Schlömileh der Einzige, der durch 
Beispiele nachzuweisen versucht hat, dafs die Anwendung divergenter Reihen 
zu sinnlosen Resultaten führen könne. Wenn gleich diese Beispiele meist 
Reihen betreffen, die nach dem Cosinus oder Sinus der Vielfachen eines Bo- 
gens fortschreiten, welche nicht Gegenstand dieser Abhandlung sind, so glaube 
ich doch auf dieselbe eingehen zu müssen, indem ich auf die in ($.18.) ent- 
haltenen Resultate Bezug nehme. 

Die im @runertschen Archiv (Theil V. Heft 4. S. 393) angeführte 
Gleichung 

cos 2 — cos?x -- c0osI3Ir — cos4r + = 4 
ist vollkommen richtig, wenn die Reihe als arithmetisches Mittel aufgefasset 


wird; und dies wird nach ($. 18.) eben dadurch bestätigt, dafs die Reihe für 
Crelle’s Journal f. d.M. Bd. XLI. Heft 1. 6 
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den Werth === 4n sich in die Reihe 

na rin u a aa 

"Eu Mml. dm Du u5 Suumd Aa u Zu mr Auacı.am 
verwandelt, welche drei verschiedene Summenwerthe hat: 4, 1 und 0; indem 
das arithmetische Mittel dieser Summenwerthe —= 4 ist. Eben so sind die 


von Euler aus der Reihe gezogenen Folgerungen 


ı-FIT- 77 se dr 


| | 
1-2! 3-44 ..— 0 
vollkommen richtig, wenn diese Reihen als specialisirte Ausdrücke der Reihen 
v— v3. —I.v-+ .-- und 
v— Ru -- 3.0 —4.vr- 


betrachtet werden; wovon man sich leicht überzeugen kann, wenn man den 





Werth dieser divergenten Reihen für o—=1 nimmt. 


Was die übrigen in dem genannten Hefte (S. 394 bis 398) unter 
(n. I bis 3.) aufgeführten Beispiele und das im @runertschen Archiv (Theil Ill. 
Heft 3. S. 275) angezogene Beispiel betrifft, so ist der Professor Schlömelch 
allerdings zu sinnlosen Resultaten gelangt: aber durch ein Verfahren, welches 
jedenfalls zu fehlerhaften Resultaten führen mufste. Er substituirt nemlich für 
jedes einzelne Glied einer unendlichen eine demselben gleichgeltende unend- 
liche Reihe und ordnet das Resultat nach Potenzen der Variabeln; und zwar 
in allen den genannten Beispielen so, dafs die sämmtlichen Coöffieienten un- 
endlich werden. Anstatt nun inne zu halten, indem eine nach Potenzen einer 
Variabeln geordnete Reihe. deren Coöfficienten unendlich sind, keine Bedeu- 
tung hat, setzt Professor Schlömilch die Rechnung fort und vergleicht nach 
der Methode der unbestimmten Coöfficienten den geschlossenen Ausdruck, wel- 
chem die gegebene unendliche Reihe gleich gesetzt war; oder eine aus dem- 
selben entwickelte Reihe mit endlichen Coöfficienten, mit der ersten Reihe, 
deren Coöfficienten unendlich sind. Der Grund der fehlerhaften Resultate liegt 
folglich in dem Rechnungsverfahren, und es sind die fehlerhaften Resultate nicht 
durch die divergenten Reihen veranlafst, von welchen ausgegangen wurde. 
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V. 
Allgemeinere Geltung der Bedeutung eines arithmetischen Mittels. 
und anderweite Auffassung der divergenten Reihen. 


$. 18. 
Allgemeinere Geltung der Bedeutung eines arithmetischen Mittels. 

Wenn gleich nur diejenigen divergenten unendlichen Reihen, welche nach 
Potenzen einer Variabeln geordnet sind. Gegenstände dieser Abhandlung aus- 
machen, so glaube ich doch, hier zeigen zu müssen, dafs die für obige Reihen 
nachgewiesene Bedeutung eines arithmetischen Mittels auch bei andern unend- 
lichen divergenten Reihen Statt findet. 

Schon Le.xell hat bemerkt, dafs man den Werth der unendlichen Reihen 
sin an +- sin (m--) + sin (m-+2x2) + sin(m --3xr)-+ +: 
cosm--cos(m-+ 2) cos(m-- 2x) -- cos(m +3.) - 

erhält, wenn man das arithmetische Mittel nimmt zwischen allen den verschie- 
denen Summen-Werthen, welche sich durch successives Addiren der Glieder 
der Reihen finden lassen. (Vergl. „Lacro:x, Trait& des differences et des 
series. n. 950. 951.) 

Es ist nemlich die endliche Summe von w--1 Gliedern der ersteren 
Reihe bekanntlich 








FOR 3 +-4)r (m —4.r) 
S a cos(m+(u+4)r) cos(? 20) 
yarkarneh or Ye singe Teac: 


und die der letzteren Reihe 
sin(m+(u+3)2) _ sinim—yr). 


2sint.x 2sind.r 








Scos(m--ur) —= 


Die erste Reihe ist aber periodisch, und die verschiedenen partiellen Summen 
werden —0 am Ende jeder Periode, indem der obige Summen- Ausdruck 
für alle Werthe von % verschwindet. welche durch die Gleichung 
m-+(u+!r) = ?kn+m—4}x oder (u--1)ce = 2kn 

gegeben sind, wo A irgend eine ganze Zahl bedeutet; und stehen & und «in 
einem rationalen Verhältnisse, so hat die Reihe. wenn # = x ist, unendlich 
viele Perioden, aber nur eine bestimmte Zahl immer wiederkehrender Sum- 
men-Werthe. Setzt man in dem allgemeinen Summen - Ausdrucke successive 
u=0, u=1, u=2,... u=n, so erhält man die n-+-1 verschiedenen 


Werthe von Ssin (m -- ur). nemlich: 
6 % 
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cos(m+4x) , cos(m—#.r) 
2sin4x 2siny.x 





cos(m+3.x) , cos(m—4}r) 
ya - p) 


2sin ax I 2sintx 





cos(m+3.x) 4 cos(m —4.r) 
2sin4x 2sintx 





I 


6008 mie ı cos (m — 4.2) 


2sin4.r 2sinyx 





und das arithmetische Mittel dieser Werthe ist 


cos (m — 4.7) 1 
2sindr (n+1)2sin}. 








- [cos(m--4 x) |-cos(m--32)--cos(m--3x2)-+ -- 

+ -c0s(m-+4(2n--1)r)]. 

Der allgemeine Summen- Ausdruck Scos(m--ux) giebt die Summe der in 

Klammern stehenden Reihe, wenn n statt « und (m--4.r) statt a gesetzt wird. 
ss ist daher diese Summe 

sin(m+(n+1)e) __sinm __ cos (m+(4n+1)w)sin(4(n+1)x)  ; 


2sin4.x 2sinde sind.x 








weil nach der Voraussetzung (n--1)x — 2kn ist. Das arithmetische Mittel 
cos(m— 3X), 

2sint4x 
auch der analytische Ausdruck für die unendliche Reihe 





der verschiedenen Summenwerthe ist demnach = dies ist aber 


sinn 4 sin (m +2) sin(m +22) ---, 
wovon man sich durch Multiplication der Reihe mit dem Nenner leicht über- 
zeugen kann. 
Auf gleiche Weise findet man, dafs der analytische Ausdruck für die 


unendliche Reihe 
sin(m —4.r) 
2sint.x 





cosm-+cos(m-+x)--cos(nm--22)4+ = — 


das arithmetische Mittel der verschiedenen Summenwerthe ist. 


Da nun bei den hier betrachteten Reihen, gleich wie bei den Reihen 





1 
4 | 2 __ m —_ .»-s eo oe  K—_— 
I +0’ —r- - 10 
) [.i 1+x 
— mp? n23__ 0 ER ww we. 
1 + —r’-+ıa u er 


für den Werth 1 von x dieselben Summenwerthe sich fortwährend wiederholen. 
so dafs, bei dem Wegfall der Interpolation, die Operation des arithmetischen 
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Mittels sich auf das Nehmen des Mittels der verschiedenen Summenwerthe 
reducirt, so ergiebt sich, dafs die Bedeutung eines arithmetischen Mittels für 
die Reihen 

sin m 4 sin (m 2) + sin (m-+2ır)-H ++, 

cosm-cos(m- ©) cos(m--2x)-- --- 
in ganz gleicher Weise Geltung findet, wie bei den nach Potenzen einer 
Variabeln geordneten Reihen. 

Seizt man n==0, so erhält man Reihen, die nach den Sinus oder 
Cosinus der Vielfachen eines Bogens fortschreiten; für welche demnach die 
nemliche Bedeutung Statt findet. 

Die obigen Formeln geben z. B. für m —0: 

1-- cos&-+cos22-c0s3r-+ --- — 1, 

oder 

082 --C008?2 + c0s3r-- --- — —4. 
Setzt man 2=1!n, so wird die Reihe 

= 4—4—1— 4444144 41-4414 4 ee. 
Die 6 verschiedenen Summenwerthe sind 
1,0, —1, —14, —1, 0, 
und deren arithmetisches Mittel ist 
40114140] = —4. 


$. 19. 


Anderweite Auffassung der divergenten Reihen. 


Man kann die divergenten unendlichen Reihen noch aus einem andern 

(esichtspuncte betrachten. Ist 
f(x) = a+bxr cr de+ .-- 

eine Gleichung zwischen dem geschlossenen Ausdruck f(x) und einer Reihe 
mit wechselnden Zeichen, oder einer Reihe mit bleibenden Zeichen, und ist 
x der Werth von x, bei welchem die convergenie Reihe in eine divergente 
übergeht, so ist die unendliche Reihe, in der gewöhnlichen Weise als Summe 
unendlich vieler Glieder betrachtet, so lange 2 <-x', eine continuirliche Func- 
tion, welche für jeden Werth von z einen bestimmten Summenwerth hat. 
So wie aber x den Werth von x’ erreicht und übersteigt, tritt eine Discon- 
tinuität ein, und die unendliche Reihe hat fortan für jeden Werth von x > r' 
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zırer Summenwerthe, gleich + oder — x, je nachdem die unendlich grofse 
Zahl der Glieder als gerade oder als ungerade angenommen wird. 
Nach den Paragraphen (3 und 4.) gilt nun für jeden Werth von n 


die Gleichung 4(8,--8,) = f(x); sie gilt mithin auch für n— x; als- 
. r ‚ap r 4 ' . n 2 

dann sind zwar. wenn 2 >), +0 SS, —=—x, immer aber ist 

8,4 8,)=fir) Itn=»x, so sind offenbar S, und S, die zwei ver- 


schiedenen Summenwerthe der unendlichen divergenten Reihe, welche einem 
Werthe von x —— a correspondiren. Man kann daher die Bedeutung der 
divergenten Reihen auch wie folgt darstellen. 
So lange die unendliche Reihe 
a+-bz--cr-dr-+ ..- 
eine continuirliche Function bleibt, gilt die Gleichung 
f(x) = u+br-+ca’-da’-+ 
für alle Werthe von x; tritt aber eine Discontinuität dieser Function ein. so 
ist der Ausdruck f(x) gleich dem arithmetischen Mittel aus den beiden Sum- 
menwerthen, welche der unendlichen Reihe für irgend einen Werth von « 
zukommen. 
Dieses Gesetz ist dem Inhalte nach identisch mit den bekannten Fourier- 
schen Theoremen für die Reihen 
f(z) = 3Au+ A1cosz + A,cos2x2 + ---, 
F(x) — B,sin #«-- B,sn2x + B,sin32 + ---. 


wo 


Ba fa, 
4 == —/ f(t)cosntdi, 
0 





1 PR 
u, = —/ F‘t)sinnt dt: 
0 


nur dafs letztere beschränkter sind und die Discontinuität auf Seiten des ge- 
schlossenen Ausdrucks eintritt. 

Ich enthalte mich für jetzt weiterer Reflexionen über dies Gesetz, welches 
eine Erweiterung bekommen wird, wenn die Bedeutung eines arithmetischen 
Mittels mehrerer Summenwerthe für alle divergenten Reihen allgemein bewiesen 
sein wird. Sollte mir die Mufse vergönnt werden, so beabsichtige ich die Aus- 
(führung dieses Beweises und die Erstreckung der Theorie auf alle unendliche 
divergente Formen zu versuchen, und da wäre dann der Ort. das obige Ge- 
setz einer näheren Betrachtung zu unterziehen. 
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In dieser Abhandlung ist bewiesen worden: dafs die divergenten un- 
endlichen Reihen die Bedeutung eines arithmetischen Mittels, resp. eines Aggre- 
gats arithmetischer Mittel haben: dafs man im Stande ist, ihren Werth zu 
bestimmen, und dafs ihre Anwendung bei analytischen Rechnungen zu fehler- 
haften Resultaten nicht Veranlassung geben kann. 

Es folgt daraus, dafs die gegenwärtig herrschende Ansicht unbegründet 
ist und dafs sie beseitigt werden mufs, damit die Wissenschaft von einer un- 
nöthigen, fast in alle Gebiete der höheren Analysis eingreifenden Beschrän- 
kung befreit werde. 

Möge die Macht der Wahrheit meinem Worte Eingang verschaffen und 
die Mängel meiner Darstellung ersetzen! 

Das alte Räthsel der Bedeutung divergenter Reihen ist olfenbar gelöset. 
Zur vollständigen Begründung des in ($. 19.) für Reihen mit wechselnden Zei- 
chen und für Reihen mit bleibenden Zeichen nachgewiesenen Gesetzes bedarf 
es indefs noch eines allgemeinen Beweises, der die Bedeutung eines arithmeti- 
schen Mittels mehrerer Summenwerthe auf alle divergenten Reihen erstreckt. 
Ich übergebe den Gegenstand der Öffentlichkeit, in dem Stadio, worin er sich 
befindet, damit durch gemeinsames Streben das Ziel desto eher erreicht wer- 
den möge. 

Ratzeburg. den 6ten Juni 1850. 
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2. 
Summirung der Reihen 

















rl (ri r+2 r+1)(r+2)...(r-n) 
1 -! Jg eosp ar P 0° c0s2yp +++ -- ur N EX Bien. 0" COSNy, 
| r-+1)(r+2 he r+-1)(r-2 r--n) 
(r+-1D)esing- ı ( 13 ) 03 sin ?2p + +-- > 3 2 Ban i e" sinng. 


(Von Herrn Dr. Dienger zu Sinsheim bei Heidelberg.) 


Es: ist 





| 


. 1— rt + 
En BE Ss. aa ER 
| Zu T o- X nn 


1—ır 





also 


(1) r(r—1)(r—2)...1+(r+1)r...22+(r+2)(r+1)...32°-+ --- 


| lo | / | .n d’ u ee 
-—+-(r{+n)(r+n—1)...(n-+-1)z = | re 9 





Nun ist 


er ae a Kr 


R (1 )= . nn Br. 


woraus nach dem De Satze 
d' ‚dz, r dy d-!z, r(r—il) d’y dz 






























































x — A en 
dr’ EN der "I dr dam 1.2 di de Pr +5 Fr 
folgt: 
" (i— artrH | BB .,, if 1). tr\ 2.3. 
) e. Mi ) Fe Ant ER n+r+1 r 7 )A ® 
(2.) dr' ! I—r ee (1 er ) (A1—.ı)'+! +( 1— x)’ 
‚ (-eH4rt+Ddetrn)ertN\ 2.3...r (tr +1)(n+r).. an + Fr 
+( ı.3 ): part +k ns E 
_93 | 1 we grtr+! = r+r+N) zrtr Br un ‚n+tr rt 
(1— .ı) + (1— zz) 1 (i—.r)" 1 2 (Ad-ı) 
ut er n+2 ne] 
1 2 > 4 





BE... F Kar ! n-+r 
line (1 PR [z" T—1+r+r+i—z)r 4 


FR 2. 0.0. 07 BR BETTT E n+r+i n+r ,n+2, 
= a a aan DEE > — 











1— x) c"t']- 


Die Formel (2.) giebt also die Summe der Reihe (1.). 
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Hieraus findet sich 


eh 2 er+D (+2) 22 r+NDer+2)(r +3) us. 
3) 1-+ er | 1.2.3 | 


(r-+1)(r „ee: (tn) 


























vi 1.2. n 
1 PER n+r-1 DOPEE n ar tl 
-- ml? . 44 er )A-a)a ‚ 7 r (i— B = 
APR: : urklntr 4 et ya], 


wo, wie leicht zu sehen, die erste Seite a-—+1, die zweite # --1 Glieder hat. 


Für 2 =1 reducirt sich die zweite Seite auf $. Durch r-+1 auf 
einander folgende Differentiationen aber ergiebt sich 
r+1,r+1 r+2 ,r+1 r+2 r+3| r+1 r+2  r-4n 
EEE TEE GE TETDITT5 


_.n-+1 n+2 n+r+1, 
u 2 r+1 ’ 














wie bekannt. 


Man setze nun in der Formel (3.) 2 =e(cosp --isinp), wo 0 eine 
positive Gröfse und p ein Winkel zwischen O0 und 2 ist, so ist 








1— 2 = 1—ecospy—iosinpg —= e(cosw--isiny), 
wenn 
er e = +y(l—gcosp)’+e'sin‘p), 
cosw — un siny — me 


also & positiv und w zwischen O und 27 angenommen wird. 
Daraus findet sich 
(1— 2) — e[coskw--isinky], a* — g*[eoshy-+isinhgy], 
Aa) art 
= gtttfoos((ntr 1 Mp+ku) tisin{ntr-+1—k)g+kufl 
Führt man diese Werthe in (3.) ein, erwägt, dafs 


1 —.. eos(r +H4)w—isin(r +1)w 


d—.ı) + a er+l 








und trennt sogleich, so erhält man 
Crelle’s Journal f. d.M. Bd. XLI. Heft 1. 7 
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”. +41 1 DB 1 2 3 
(6.) 14 o005p-+! T ze gcos2p-- 2 7 2 0cosI3p-+ -+- 


ı era „.‚rtn 











o"cosny 
1) n ‚141 | 
BE... m fort "ecos(a+r11)y—1 + ze Ä eo" "cos {mr)g-iy) 


' 1 ? | 
Te Ira FT eosfn+r—1)p+2} - 


.utr In N NR . nr { 
HE BR ergnoosiin+g-try]] 














sın(r +1) w 

































































ne lo EN sinn -- r-1) )p-+ nen. ‚+1 eo" "sin fin - -r)p-- w) 
1 a +2 
- mein. e [e""teosfin+tr- De 
KAuE, eo" cos((nr)p—ry) 
N ing: "cos(nIr—1)p— r—Nyl-... 
nr u 9 Fortlcosiin- Deu]: 
(7) = osing- | mt 7 +77 a 
CE aan. r--1)g- vertan ty... 








n I) „ en i ; P N 
Sı — I le ie !cos (n-- r-T 1) f —1 2 tr, j(n + r)p-+ 2 + BN 


n+r+1n+r a 
4 ne 





si . | 4 | | n f , I 


HET gersin at nyory 4... 


ın+r+1 ntr a 
vr 2 











sin {m + Ny—yl]: 
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Die in (6.) und (7.) vorkommenden Gröfsen e, w sind durch die Gleichun- 
sen (9.) bestimmt. 


Ist in den Formeln (6.) und (7.) e<Z1, so ist, wenn n — x geselz! 
wird, 0" —=0, also für oe <1: 








er ar ——00085Y- 2 Er 0° cos2y- T Le > 0° cosdp + + ininf. 














2 
As 
na gr+l 
(8.) u ‚r+ir+2 ,. r+ir+2r+3 , of 
(r+1)esinp-+ 97 osin2p + "uader Tas us ’sindgp- -ininf. 
sin(r +1) 
u gr+l u. 


welches bekannte Formeln sind, wenn man r statt r-+-1 setzt. 
Als specielle Formeln zieht man aus (6. und 7.): 
1+20c0sp-+30°c0os2yp--40°cos3y- n--1)o"cosny 


—- [ 
j \ 





cos? w ar ı n+2 j 
= no Fl Toosta+2)p —2yr 4 —— eg" cosi(n-- Dy—u!|: 
2osing- 3o’sin®y-4esindg + ... - (n-+1)e"sinny 

sin 2 1 re "rar 








[0 sinken 2) — pr -; 


€ 


"sinf(n pn} |: 


1.2 --2.30 cosp-+ 3.40°cos2p-+4.50°cos3yp-+ + - 


? + (n + 1)(n-+2)o"cosny 


(9.) J 2cos3 2 j -3 ’ 
te poste Eaptaekeine—n 


€ 








2. 
"1 2. 20"t!cos{(n-+1) )y—v]: 





2.3osing- 3.4o’sin2y-+4.5e’sindpg +» +(n+1)(n -+2)e"sinny 
FARBEN... 5 | 0"*sin {(n+3)g— 3y) + For" sin(n L2)p—2ıy! 


& 
 n+3 n+?2 2 z4ı«: rn 
se: zu E Eo"siny(a+1)p- 











(u. Ss. f. 


Setzt man in den Formeln (6. und 7.) n-+g statt p, so erhält man Reihen 
mit abwechselnden Zeichen. 
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Für 9=!Hn findet sich aus (6.) 

















y EIETD 21 Fr +NdEFIEHIEHN a... .. (r+1) Br (r+4n) ;, 
1.2.3.4 ‘ — an 0 
we ha h 4n--r- 
d+FoyetD — (A+oeietD lo” Heos(r +1) + y) 





4 1 21 
ET 4 igmtreosr (nt W) 





& eich une Ant2 u. | Er Etcos(An + v)|. 


r 
1 BR: : AM 
cosv = — sın = 
(re er 25 
Ähnliche Ableitungen sind ferner leicht. 
Setzt man in den Formeln ($8.) — statt r und nimmt r >o, so gelten 


dieselben für jedes g und man erhält, indem man zugleich r statt r--1 setzt: 
2 
4 (4) 


0COSp A 
ee o°c0s2yp + — 133 ocos3y-+ in inf. 








cosr n. 





an. DE, 


PR sin?y-+ 123 "sndp-+ --- in inf. 


sinrw 
er 








Läfst man nun fortwährend zunehmen, so nähern sich die ersten Seiten 
dieser beiden Gleichungen den Formen 





1- 008- . “= cos2yp-+ 00539 - + +++ in inf. und 
osinp- 5 sin 2 p+ T- sindp-+ +++ in inf. 
Die Grenzen der zweiten Ale finden sich folgendermalsen : 
cosry — cos’ y|1— u ty NE wi. te’w— .. | 
(' Fr + cosp) En 7 o’sin2p 








Qu Tu + 6 (1 2.c0sg) 
2 \er 2) gute 


1.2.3.4 (1% 04) 
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Nun nähert sich für ein unendlich wachsendes r bekanntlich (1 — 0089 ) 
5 


der Gröfse e="°°*9, (122 oosp+&) — _\y” 


e’°®9, d. h. derselben Gröfse (vergl. z. B. . FRE, e. gesammten 
transcendenien Analysis von Dr. Dirksen, 1. S. 627), also nähert sich 


(1— = cos F) 


20 go” 
(1-2 eosg+ 5) 
nähert sich dagegen dem Ausdruck 


sin sin u \ . 
1— er. +91 we ._ + ininf. = cos(osinYy). 


I nn der Gröfse 














der Einheit. Die in Klammern eingeschlossene Gröfse 


— — e’°®P und also 


er cos 








cosrıy 





der Gröfse e"°°?cos(esiny). 


Ganz eben so findet sich, dafs sich 


sin» 





der Gröfse — e’“?sin(osing) 


nähert, so dafs 
o° 











(10.) +2 j cos p- Ha -- 13. 17553600839 - in inf. = et" Fcos(osing). 
u. Pr Zu Kite an en 
np Be 5 3 sın 3p-+ + -ininf. = e“# sin(osing, 





ist; welches zwei bekannte Formeln sind, die sich hier auf einfachem Wege ergaben. 
Multiplieirt man die zweite dieser Gleichungen mit 2, addirt beide Gleichun- 

gen, setzt o(cosp--2sinpy)—= x und erwägt, dafs 
ee °0° 9 


(cos(esinp)-+:sin(osinpy)) — ei rtem"n — eX 
ist. so findet sich 


NUR a REN a : 
14 TtI5 +75 7+ ° ininf. = e. 


Setzt man in dieser Reihe z2 und dann — x? statt x, addirt die Resultate und 


er! ex ext Zuuhe, ext 
= C0Sr - 
2 p Üi 


bekannten Entwicklungen für cos& und sinxz, wo x willkürlich (imaginär) ist. 
Es liefsen sich auch die übrigen Reihen der Analysis aus diesen Er- 
gebnissen ableiten; was aber keine Schwierigkeit hat. 
Sinsheim, im Januar 1847. 








erinnert sich, dafs 





— sin. ist, so erhält man die 











3. 

Über den Werth eines bestimmten Integrals, aus 
der unbestimmten Integralfunetion gezogen, falls 
dieselbe von der Korm are tang f(x) ist, wo f(x) 
eine eindeutige Funetion von x vorstellt. 

(Von dem Herrn Professor Raabe in Zürich.) 


(Aus den Mittheilungen der Zürcherischen naturforschenden Gesellschaft.) 


Die Schwierigkeit, wenn aus einer unbestimmten Integralfunction von 

der Form 

aresinf(z), arclangf(x). u.Ss. w. 
der Werth eines bestimmten Integrals abzuleiten ist, sind dem mit der Inte- 
oralrechnung Vertrauten bekannt. Die vorliegende Note hat den Zweck. die 
Lösung dieses Problems in seiner ganzen Allgemeinheit zu geben, für den 
Fall, wo f(x) eine eindeutige Function von x ist. 

Vorerst können alle vieldeutigen Functionen von vorhin gedachter Be- 
schaflenheit nach bekannten Sätzen der Analysis des Endlichen auf die ene 
Function arc tang f(x) gebracht werden; daher wir nur deese zum Gegenstande 
unserer Mittheilung machen. 

Von der Annahme des Vorhandenseins einer Integralgleichung von 
der Form 





(1.) /4 z)de —= arctang|f(z)] 
ausgehend. wo y(x) und f(x) eindeutige Functionen von x sind, theilen wir 


hier einen Doppelsatz mit, der das bestimmte Integral /y (z)dx angiebt, falls 
p(x)o (wo @ eine unendlich klein werdende Gröfse ist) für alle Werthe 
von 2a bis #—b unendlich klein werdend bleibt, also wo der Übergang 
von einem dieser Werthe zum unmittelbar folgenden durch das Increment 
geschieht. 

Wenn « kleiner als 5 ist, welches wir durch 5—a=-- andeuten 
wollen. und ferner «,. %. &= ... a, zwischen a und 5 fallende Zahlen- 
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nn 


werthe von x sind, die, ähnlich ausgedrückt. den Bedingungen 


4, —dA=H- ‚ 9 —- 4, =, Y—h=-, ... Or — Or._NV, = u b— 0, 


| 
entsprechen und die Grenzen bilden, wo die Function f(x) in (1.) von dem 
einen Zeichen zu dem entgegengesetzten übergeht: so lauiet der erwähnte 
Doppelsatz folgendermaalsen: 


Hat die Kunction f(x) in (1.) von 2 —a bis 2 —=a, positive 





Werthe, von 2 — o, bis 2 —=a, negalive, von c—=a bis 2a, wieder 


positive Werthe, u. s. w., so ısl 
£ 27 ” 1 i 
2. p(a)de — (—1)*arctane |(—1)f(b — w)] — arctang|f(a-- w) 
p\ , 9 L\ N / > 


-2jarctang | f(o, — w)| — arctang| f{--w)| + +: 

—1)/"aretang| f(e, + No) |. 

Wenn aber das Gegentheil Statt findet, d. h., wenn f(x) ın (1.) von 

2 — a bis 2 — a, negativ, von 2 — o, bis 2 — 0, postliv, von 2 — a, bis 

x — a, wieder negativ ist, u. s. w, so erhält man folgende Bestimmungs- 
glerchung: 

77 m \ . \ ' ’ ' 

(3.) / y(z) da — (1)! are tang [( 1)" f(b — w)] -- arc tang | — f(a-+ w)] 


A 


— 2 faretang |f(, +-w)] — aretang | ff — w)| 4 -- 

-(—1) are tang | f(u, +1)! w)]}. 

In diesen zwei Bestimmungsgleichungen ist ® eine unendlich klein 

werdende Gröfse, und ein Ausdruck rechter Hand der Gleichheitszeichen von 

der Form arc tang [#] stellt den kleinsten positiven Kreisbogen vom Halbmesser 1 

vor, dessen trigonometrische Tangente der jedesmal positiven Gröfse 4 gleich ist. 

Bei der Begründung dieser Ergebnisse sind folgende Momente zu 
beachten. 

1) Wenn durch ((arctangA)) sämmtliche Kreisbogenwerthe angedeute! 

werden, denen dieselbe Tangente A zugehört,. so bestehen folgende zwei Be- 


stimmungsgleichungen: 


/ A\T un 2 | R jr 
((arctangi)) = rn -— arctang‘, 
((arctangi)) = rn — arctang| —A]. 


Die erste besteht für alle positiven, die zweite für alle negativen Werthe 
von 4, und in beiden ist » eine beliebige ganze und positive Zahl, Null mit- 
begriffen. 
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2) Wenn y eine zwischen a und 5 fallende Zahl ist, so hat man: 


Ss (2) dx = /'y (a)da + p(@) dr. 
. / 


3) Die im ersten Bande meiner Differential- und Integralrechnung in 
den Nrn. 132 bis 134 begründeten Sätze. 

4) Wenn endlich «,;, einen der oben gebrauchten Zahlenwerthe «,. 
(ya Gy ... @, vorstellt, so besteht unter den aufgestellten Prämissen folgende 
(Gleichung: 

fa —@)-+-flo,+0) — 0, 

welche man auch als Grenzgleichung beim unendlichen Abnehmen von w an- 
sehen kann. 


Zürich „ 1847. 











4. 
Note sur laddıtion des fonetions elliptiques. 


(Par M. A. Cayley a Londres.) 





1 
Soil. pour observer autant que possible la symetrie: 





ul u 
Su —= yksinam —-. 
yıh 
„u 
Cu = cosam—. 
vh 
Y U 
Gu — Jam i 
yh 
ne K K-+2h' 
a—=k+—. lv —., 1; Be 
ww 2 Yh : /h 
el soil pour abreger: 
Su = 1, me == Y, elek, 


Cu — Y(1- —) = A, 
v 
Gu = yi—ke) =Ä 
CuGu = yl—-or-a = AA, = X. 
Cela pose, les methodes d’Adel donnent les expressions suivantes de 
sinam d’une somme quelconque d’ares: savoir 


S u " | ER | 1 n—1 16, 0°, ... ger G, 09, ns er 
ET Ber. 








pour un nombre öumpaer An—1 d’ares, el 


11,0. 00, RD 
0,05... 0, 0... 6 





S(u+v+ ..) = 


pour un nombre pair 2r d’arcs. Dans ces expressions les symboles dans 
lesquelles entrent les lelires #4, ©, sont censes representer les determinanls. 
dont on obtient les termes en changeant successivement ces leltres en .ır, X: 
v,Y; ete. 
J’ai trouve qu’on a aussi 
Cu 9 ‘.e) Sim [9 Pa ee Q, 69 ER, 061 
| 1, 0,..0 00, 09, ... 0909| 


’ 








pour un nombre impair 2n —1 d’arcs, el 
Cu--v- .. .) — [09 , 00,. ET; A. Gi #0,, 24; uud « FA 
\ ) j 6, az u gi J, "Q, ET u ; 
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pour un nombre pair 2” d’ares. Les valeurs correspondantes de  ut+o-+ 
se trouvent en echangeant les symboles ©, et ©. 
Partieulierement pour la somme de trois arcs on a: 
—[0, 0°, 0) 
11, 6°, 60] " 
BR: 9,0°9,, 09, 
11,0%, 60] 
19,00,.00], 
1, 0%, 00] 





S(u-v-+ıe 





Cur-v+w) 


. 
’ 





( U- v4 m, — 


Pour reduire ces expressions a une forme qui soit encore applicable 
au cas oü deux quelconques des quanliles %, ®, «m sont egales, il n’y a qua 
multiplier les termes des fraclions ä droite par 
—(zY-+yA)yZ+z2Y)z A+2Z) 

. ’— 23?)(3’— x?) 


N 
(2 — y’)y— 3°) (3 


2 








Cela donne, apres une reduction un peu difficile: 
—(2[0, ®, 9] 2YZA+yZX+2XY)— ıyz(a— 2 —y?— 2’-+ ey’z’) 


> I) > ) > ä vr [4 | / Pa 7” [4 \ r Fr 
219.90 .00 | 1— kary’z?) X, Y,Z, — -(y2XA+zrY- ayZ)A,Y,Z, 
FR | 
| en vi = r yo 
2[0,.00,.00 | (1- ak ya)X,Y, Z, —k(yzA+z2Y{-1yZ)XYZ 
21, 6. 99) = 1-y’’- ze — ey’ tory’z?—ıyz(eYZ-yZA-rAR 


de maniere qu'en ecrivant 


N —= 1—-ıy’ — ya? — sr’ any’? — ryz(reYZ+yZA-+-zrAY). 

















on a 
N YZ+ yZA+ YY—ıyz in 3’ -+ır"y’r”) 
b = —— IT - 
. 922 j ’_M% 1 , ö ” ” 
(1 ka’y’z')A,VY,Z,- 17° Y+z21, Y+0,Z)A,YuZ 
(8 + 24.0) 2: ee M r 
| 292.09 r ‚ r Pr. 
(\ 7 LEE —hk(yzÄA +31 t syZ)A,t,Z, 
G/'u+rw) = ——__ Zn ame ae bite 


lıes memes formules peuvent eire trouvees plus simplement en ecri- 


1) 


vent = 4v-+4s, vo--Lv+ts au lieu de « v. La somme u -v--w se 
change par la en u--v-w-+-(v-+-8), etles fonctions u-+v--w), U(u+v-w). 
G u e-+w) deviennent S(u-v-t ie). -Uiu--r+w), -G@Gu+v-+w). 
Ä 7 - , . 1 —2 A 
De plus 2, A,X, X ety, Y, Y, Y se changent en — —., 7 


7 3 2 . ) [7 r 


LK 
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ar 
ge 


| ’ A X 1 -2 7 Y Y j 
2yk-—, Be 3 et EL ER —, 21 k-—, En el l’on a 
u 2 vw’ m. er. 
(u a ® Br m) u x”. 


AR — rÄ = mn. Ä| 
v”. 1 -—-yFYF| YıYı — Yv 


x, 2°, 2 | 1. 2’. zZ 





u en , . r 
Cu-+v-w) — T X, X, 4Xerl-|e’, 0, —ıX 


Yy. Y.kYy| |Iv,y. —Y 











[Z 
2, SA, 2, 1, 2°, zZ 


Gu-v+w—= kIXÄr, X, y Ar a 2, —Ä 
12 | | 


/ 








ur a en | | 

B u m ö \ 
Y) L. k Y, B 9 Y» } | 
Z, 2Z, :Z| |I1,2°%, zZ| 


Ces formules conduisent aux formes reduites que l’on obtient en multipliant 
par le facteur beaucoup plus simple 


Fun xzY+yA 





Ä x°—y’ 
En passant, il y a a noter les @quations identiques 


(vZ+3 Ns X+1Z) 


2 a TE u 
(Y u ‚(2% ——— i ) 





2,0, A =|r,2,—Ä| etc. 


2 


. 3 
7% } »y 
2,2... 4 1, 2’, zZ 














auxquelles conduit la methode qui vient d’ötre expliquee. Aussi en multipliant 
les valeurs de C(u--v- w), @(w--v--ı0) on obtient l’equation 
Cu-v-w)@(utr-+w) 
W.NYZ1 AyzX4MzeY-4NaoyZ 
H-y’r— sr’ — a’y’+ary’z— ayz(e YZ+YyZX+zZ AN)” 





dans laquelle 


2 


= 1-+yz 
A 


1 z’r + ay’ 8 doay’2? 4 2y’2?’ (a? . y 4 2°) 4 aty'z*. 
IT +22 Y°Z, 

M— M42YZX’, 

N N+422.XRY’, 

3 at 22 Ly? 4 2?) E22 a(y?2’ 4 2’? 4 2’y?) + (20° mn 4) a’y'z’ 
2 L2?) — actyiRt. 


Ss # 


| 


| 


\ 


nu 22’y’2’ (y’z° + 2’ + a”y”) BR ar’y'z (= 1 y 
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Pour le cas de quatre arcs, je n’ai trouve que le sinam de la somme. 

En effet on a 
1, ı*, cAl-|z, re, X, X 
1, y. y% vY y, y, Y. y? Y 
1,2, et, 38 2,9%, 2, 22 
. 6, = A EE 
ou les termes de la fraclion sont a multiplier paı 
(eY+yA)(aZ+2- YrTHtA)YyZ 


N) uU- vv 2° P 

















las "Z+2N)(eT +2+21)E@T+t1Z)(tY+yT) 
> (2° — y?’)(x° ar: a N Y er EP) —Y’) 
Mais il est plus simple de se servir de la forme 
S(u+-v+wew-+p) = —|ı“, e, 1. —-Ar|—|r’, x, -— Ar’, — X 
YorY .„1.—!Yy yv.y. —Yy, —Y 
a .. -- m mw 
2. F. ii Tı Bi a Tr 











que l’on obtient de la m&me maniere que la forme analogue pour trois arecs. 


lci le facteur est 
OD (yA+ıY) @Iri2) 


u 2 2 9 


(2? — y?)(2”— 1?) 








et l’on obtient. toute reduction faite, 


S(ut-v+w-p) = S 
N — 1 ry’s’P)aYZT+yZTAX PERRE 7 ER) 
— Ka— a? — y’—r? — PL yzR. Ste +lÜrY dert ach 
X "Xyat- Y m. + Ztey-+ Tıyz)}. 
J) | ey — 22: u 2 — y2° er SU — ey 


— (ey? 2x Let y2R- RI CYHYEyET 

et - av tyztl- 
(2 — 2a’) a’y’z°t’ 

— PAY’ A)AEZT— (ZA FA)yıYT— (TA 02X)yzYZ 

— (PZN) T—- TH Z)DyAY— (PAY T)rzXZ, 

Il y aä remarquer qu’en employant la premiere valeur de S(u-+-v-+w--p) 

et le facteur correspondant, on aurait trouv& le meme numerateur, et aussi le 

m&me denominaleur, ce qui donne lieu a des equalions identiques. semblables 

a celles qui ont lieu pour le cas de trois arcs. 
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Revenons a l’expression 











» x|02+3N@A+.Zr 4A) 
4 b) L . Ey 5) 2.73 s - - 

N; .. (YV )(2 — U NET y ) 
et 
z, 2, 








qui donne le numerateur de S(v»-+-v-w). En mettant x" == a, = X A etc. 
on voit qu'il s’agit d’effectuer la division de Y 

1. a, A(B--C)'C-+ A)(A--B, 

1,0, B 
1.0, € 


par le produit (b—e)(e—a)(a—b). les fonctions A, 3, C denotanl des 








racines carrees de fonctions rationnelles d’une forme parlieuliere. Or en sup- 
posant toujours que les carres de A, B,C soient des fonctions rationnelles. e! 
d’ailleurs d’une forme quelconque, cela peut se faire dans tous les cas par- 
ticuliers au moyen de l’equalion identique 








1,a. Al(B--C)(C--A)(A-B) 
1,5.B 
1.c.C 
— 1. a, #|(4°-+B°?-+C°-+ BC-+-CA- AB, — |1, a. 4' 
h vb, B 1. b,. DB’ 
1,0, 1, . 








De möme le denominateur de S(#--v--w) depend de l’equation analogue 


1a, aA|(B-C)(C- A)(A4 B) 





1,0. 0B 

1, ce, «cÜ 
— |1, a, «A| (4°+ B’--C’-- BU+C4- AB) —|1, a, w4*| 
1.5, dB’ 1.5, bB*| 
1, e, e&? FR DE Die 











et le numerateur et le denominateur de S(u-+0--w--p) dependent des @quations 


1, a, a, aA (A+B)(A-C)(A4 DY(B--C)(B-DXC+D 








1, 5, 6b’, dB 
1. c., de, 
1. d,. d’. dD 
— Mil, a, «a, aA|— Ni, a. a, a4 -- Pli, a. «., aA 
1, 56, 5, dB’ 1, db, 6, dB' 1. db. b’, bB’\ 
1,0, 0, 1, 0, &, U u 
1. d, d’, dD’ l, d, d’, dD* 1. d, d’, dD’ 
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dans lesquelles 
M Zabel. + abe-+ + + 3abed - 

N — (a+b-.07.d)(a@- bc --d’) + (abe +bed+ cda- dab) 

P a--b+c-d 

I. a. A, aA (4+ BB} A+C)(A+D)B-+C)\B+D)\C-D 
1.5. B. IB! 

se 

1. d. D. dD 

ab’... abe +. + Rabed)|1, a, B2’, «2\— |1, a, A, a4 
1,6, B, ıdB’| 1.06, B*, bB 
1,c.C. cO 1. ce. C* cC* 
1, d. D’. dD’ 1, d, D’, dD* 


Mais je n’ai pas encore trouve la loi generale de ces &quations. 

















Pour faciliter Fusage des symboles S, C, @, je veux exprimer par 
cette notalion les proprieles les plus simples des fonctions ellipliques. Cela 
me donnera aussi l’opportunile d’arranger d’une maniere particuliere les for- 
mules qui se rapportent a Ja somme ou ä la difference de deux ares. On 
a d’abord 
i 
7 
G’u —= 1—k.8’u, 


Cu = 11.8, 


Su = Cu.Gu, 
7 1 Y Y 
Cu = —— : Su.Gu, 
ı 
Gu= —k.Su.Cu, 
% 

5(0) - 0. CO) z 1. G (0) een 1. 
s’0), = 1. C0) = 0, G'0) = 0, 
S(— u) = — (u). C(— u) — C(u), G(— u) eu G (u), 

N/ı . k S/ı wm wa 1 

k („U) = } r k (28) Yh°’ S(dv- 8) = se 
vv v,q 2K Y ! \ 

Die) == 9, C(}8) — C4v+ls) = ©, 
G(4v) _ k' G (48) — 0). G 3U-+ 48) = x, 
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i k.Cu er. | (‚u 
NS /u- lv) ..., N U —- 1 2 ei ae an, 
ne Gu s yh Cu 
—k Su 2 A 
(u- A V me: —— , (u- N er —  EE ” 
we yk Gu En Ik Cu 
RE k' u ah Su 
G/u-+lv) — ——., Gu-+Yts) = u . 
u Gu u yk Gu 
Su-lv-lIs)= — >. ı 
* N y i Yu ) 
Cu N v 1 2 —i Gu 
. e © 2 Zee yvk Su’ 
‚ Cu 
G(ut1lv-4t8s) = 2yk-—, 
= ui Nu 


S(u-+mu-ns) — (—1)”'". Su, 
C(u+mv-+ns) = (—1)”.Cu, 
G(u+-mv-+ns) —= (—1)". @u. 
Dans ces equations les symboles 8, C,@, v,2, A, k', tr et 8,6, U, ». 
l 2h' 
e k ’ k a 


mules fondamentales qui se rapportent a deux arcs sont 


Su. Cv. Gu.+ S:.Ch i (u 


v ? peuvent etre echanges les uns d’avec les autres. Les for- 





S (Ur v) u er oo zu “ 
= 1 — S’u.8°% 
u Bu 
( u M De y . Su . (su r yv. (1 
v 





Cu-vw ARTEN 
u er 1 — S’u. $°r 


Gu.Gv— k.Su.Cu.Su.Cv 
1 BES Nu u) 








Giu+r) = 


auxquelles on ajoutera: 
C(u-v)@iu-rv 


En 1+ Su.) (On.Gu.Cv.@v — Su.So(e—2Su — 2’ +aS’u.s°) 
”- (1— S$’u.8”0)’ 








Mais pour trouver toutes les formes dillerentes de ces equations. 
mettons pour abreger (en supposant comme auparavant Su — x etc.): 
Am »], Me YA, 
. | -w 
’ a 
B=XY, B= —-ıyX,Y,, 


C=XY, Ü = —kıyXY, 
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BE .2 R 
I —— & y - 

1 > 1 7 7 > 
0 =-1-1r—-Iy4m:, 


) 


R —= 1— kr’ — ky’- ry., 

S8S=AY, Ss = — —ıy, 

T' ang A, Y, 7 

U — ar, WW 
“ 

K — 1— ey”. 


| 


\ 
> 


Alors on aura 
Ad+4 P _ U+U' T--T 








N) + v9) — = oo — I 
= u I ®) h A 5 B—- y’ ns C' . 
wen BA Feed ie 
uni us = I I "BR 00 





u 
G(u- m) R rl 





TıT S-Ss R 


——— — 


k A-T FIT 





\ 


el les valeurs correspondantes de S(u—v),. Ü(u—v), G(u—v) se trou- 

veront en echangeant les signes de A’, B', C', 8’, T’, U". 

De ces formules il peut eire tire un grand nombre d’equations iden- 
liques: par exemple celles-ei: 
A — A" — KP, eic., S’—- SS” — OR, eic., 

B- B'\C—-C) = K(S-+8'), ec. (B—-B’)(C-C) = K(S—S’), etc.. 
BC—-BC —= Ks, etec., BC— BU —= Ks’, elc.. 
Ss’ T--T),U+U) = (S—- Ss’, T—- T,U—U')— POR, 

S'TU-S'’TU + STU+STU =0, 
STU —- STU-S’TU-S’TU = POR, 
4—-4),S18) = (C—-C)\U-—U'), etc., 
A-+-A)\S—S$’) = (Ü+C)(U-+U'), etc.. 
(A— A) T—-T) = P(Ü—Ü), ete.. 
A-+4)T--T) P’C+Ü'), etc.. 
"4d—A\U-U) PB-—-B)), etc.. 

4+ A) U—UÜ') P(B-B), etc.. 


eic. elc.. 


| 


\ 


et ces equalions donnent immediatemen! et dans les formes les plus simples. 
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les formules qui se rapportent aux sommes et aux produits des fonctions de 
u--v et W— v, par exemple 
vn | 


K’ 





S(u-+v)S(u—v) — 


savoir au moyen de la premiere de ces &quations identiques: 
> 
’ Y 
S(u+v)S(u—v) — n; 
de maniere que toutes ces formules peuvent ötre considerees comprises dans 
les equations fondamentales et dans ce systeme d’equations identiques. 


A Londres 58 Chancery Lane 28" Juillet 1849. 
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Note sur quelques theoremes de la geometrie 
de position. 


(Suite du Memoire tome 31 p.213, tome 34 p. 270 et tome 38 p. 97 de ce Journal. ) 


(Par M. Cayley a Londres. ) 





„ $. VI. 

En considerant les soixante droites auxquelles donne lieu le theoreme 
de Pascal, et en appliquant ce theor&me aux hexagones diflerents qui peuvent 
etre formes par six points sur une m&me conique, M. Körkman a trouve que 
ces soixante droites se coupent trois a trois non seulement dans les vingt points 
de M. Sterner (points que M. Kerkman nomme les points 9). mais aussi 
dans soixante points 4. ]l a trouve aussi qu’il y a quatre vingt dix droites J, 
dont chacune conlient deux des points % ei un des quarante cing points p, dans 
lesquels s’entrecoupent, deux a deux, les droites men&es par deux quelconques 
des six points. Les recherches etendues que M. Korkman a faites dans la 
geomelrie de position, paraitront dans un numero prochain du „Cambridge and 
Dublin Mathematical Journal.” En attendant, M. Arrkman a publie dans le 
„Manchester Courrier” du 27°" Juin 1349, vingt cing theoremes qui contiennent 
les resultats de ses recherches. 

Moi, j’ai depuis trouve que les soixante points A sont situes trois a 
trois sur vingt droites A. Tous ces theoremes peuvent @tre demontres assez 
facilement quand on connait la maniere suivant laquelle les points et les droites 
doivent &tres combines en construisant les points et les droites A, J, etc. Cela 
se fait alors d’une maniere tres simple, au moyen d’une notation que je vais 
expliquer. 

Representons les six points sur la conique par 1, 2, 3, 4, 5, 6. En 
combinant ces points deux a deux par les droites 12, 13 etc., les systemes 
tels que 12, 34, 56 peuvent eire representes par les combinaisons binaires 
des six symboles «, b, e, d, e, f, et au moyen de la table qui se trouve deja 
dans le ($. III.) de ce memoire, savoir de la table 
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12.34.56 — ac|13.45.62 — ab|14.56.23 — hd 
12.35.64 — be|13.46.25 — cd|14.52.36 — «e 
ch 12.36.45 = df|13.42.56 — ef|14.53.62 — ef 
15.62.34 — de|16.23.45 — ce 
15.63.42 — 5be!16.24.53 — ad 
15.64.23 — af| 16.25.34 — Df. 








Le symbole «ce denote ici l’ensemble des droites 12, 34, 56; et ainsi de suite. 


On voit que pour obtenir les six cötes d’un quelconque des soixante 


hexagones, il n’y a qu’a combiner les droites correspondantes, par paires. 


telles que ab, ac, qui ont une lettre en commun. 


Cela pose, les hexagones. 


ou, si on veut, les droites derivees de ces hexagones au moyen du theoreme 


de Pascal (droites que je nommerai „Droites de Pascal”), peuvent etre 


representees par les symboles ab.ac etc., conformement ä la table que voici: 


(B.) 


point (p), tel que 12.45, sont ca.ce, ba.be, ac.ab, ec.eb. 


‚213456 — ub.ac 
364 — ef‘. eb 


645 — de.df 


465 —= cd.ca 
546 — ba.be 
654 — fe.fd 





314256 —= ea. ef 


562 —bd.ba 


625 = cf.cd 
265 = fe.fe 
526 —= ae.ab 
652 —= db.de 





214356 — ef.ca 
563 — db.df 
635 = ea.eh 
365 —= ae.ac 
936 —= fe.fd 
653 = bd.be 

315246 — ch.cd 





462 = af.ab 
624 = ed.ef 
264 — de.de 
426 —= be.ba 


642 — fa.fe 


416235 — ce.cf 
352 —= ad.ae 
923 — bf.bd 
253 = fb.fc 
325 = ec.ea 
532 —= ba.db 





463 — fa. fd 
6341 — eb.ca 
364 — be. be 
436 — de.df 
643 — af. ac 
316245 — ad.ab 
452 — ce.ed 
924 — fb.fe 
254 — bf.ba 
425 — da. de 
542 — ec.ef 
516234 = ec.ed 
342 — bf.bc 
423 — ad.af 
243 — da.de 
324 — ce.cb 
432 — fb.fa 





216345 — fb.fd 
453 = ec.eb 
534 — ad.ac 
394 — da.df 
435 — bf. be 
943 — ce.ca 

415236 —= af. ae 
362 — ch.cf 
623 — de.db 
263 — ed.ea 
326 —= fa.fc 
632 — be.bid 


Remarquons maintenant que les droites de Pascal qui passent par un 


Cela etant. le 


point 12.45 peut @ire represente par la notation cb.ae, et de celte maniere 


le systeme complet des points p est represente par la table suivante: 
g* 
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‚12.34 —= dd.ef\14.35 — ab.de|23.45 — ad bf 
13.35 —= af.cd\14.36 — bf.cd|23.46 —= be.de 
12.36 —= ab.ce|14.56 — af.ce|23.56 — ae. cf 
12.45 —= ae.be|15.23 — be.cd|24.35 — bf.ce 
12.46 —= ad.cf|15.24 — ae.df\ 24.36 — af. de 
12.56 —= bf.de\15.26 — ac. bf|24.56 — ab.ed 
13.24 = ac.bd|15.34 = ab.ef|25.34 — ad. ce 

(C.) 13.25 — af. be\15.36 — ad.fe|25.36 — bd.cf 
13.26 —= bd. ec|15.46 — bd.ce|25.46 — ub.ef 
13.45 —= ef. de|16.23 —= ab.df|26.34 = af.be 
13.46 — ae.bf\16.24 —= cf..be|26.35 — ue.bd 
13.56 = ad.be|16.25 — ac.de|26.45 — cd.ef 
14.23 = ac.ef|16.34 — ae.cd|34.56 — be.df 

14.25 —= ce.df 16.35 — be.ef\35.46 — ac.df 

14.26 — ad. be 16.45 — af.bd|36.45 — ac. be. 





Enfin les droites 12 etc. peuvent eire reprösentees par des symboles tels que 
ac.be.df etc.. et au moyen de la table suivante, qui est pour ainsi dire la 
reeiproque de la table (A.): 


ac.be.df = 12|ab.ed.fe — 62| ae. df.cb — 36 
ac.bd.fe = 56 ab.ef.cd —= 13!ae.de.bf = 52 
(D) ac.bf.ed = 34|ab.ec.df = 45|ae.db.fe —= 14 








ad.fb.ce — 16|uf.be.ed = 15 
ad.fe.eb — 53|uf.be.de — 64 
ad.fe.be —= 24|af.bd.ce — 32. 





Il y a a remarquer qu’une droite de Pascul ab.ac contient les points 
bc.ad, be.ae, bc.af, ei que par un point ab.cd passent les droites (les cötes 
opposes d’un hexagone) we.bd.ef, ud.bc.ef, et les droites de Pascal ca.ch, 
da.db, ac.ad, be.bd. Cela pose, en combinant les proprietes deja connues 
d’avec celles que j’ai enoncees au commencement de celte section, en parti- 
cularisant en meme temps les combinaisons qui donnent lieu aux points et 





droites 9, A, J etc. et en adoptant une notalion convenable pour ces points 
et droites, on trouvera ce qui suit: 
a) Les droites ab.be, be.ca, ca.ab se rencontrent dans un m&me point abe 
qui est un des vingt points g, et que j’ai denote par le symbole ($. III.) 
de ce memoire. 
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) Les points abe, abd, abe, abf sont situes sur une me&me droite ab qui 
est une des quinze droites de M. Steiner ou de M. Plücker, et que 
jai denotee ($. III). Je nommerai droites / ces droites. 

y) Les droites ab.ac, ac.ad, ad.ab se rencontrent dans un meme poin! 
a.ef qui est un des soixante points 4 de M. Korkman. 

0) Les points b.cd, c.db, d.be sont situes sur la m&me droite bed‘ qui 
est une de mes vingt droiles A. 

€) Les points ab.ed, e.ab, f.ab sont situes sur une meme droite (ab) cd 
qui est une des quatre vingt dix points J de M. Korkman. 

Quant aux theoremes («) et (P), je vais reproduire dans la notalion 
de cette section les demonstrations de M. Plücker. 

Voiei le prineipe de la demonstration du theoreme («): prineipe qui 
S’applique aussi. comme nous le verrons, aux demonstrations des theoremes 
(y, det e). 

Supposons qu’il s’agit de demontrer generalement que lrois droites A, 
A', A" se rencontrent dans un m&me point, ei supposons que ces droites 
sont determinees: 

X au moyen des points A, B, C, 
Ä - - - - »- A4,B,C, 
Ä"- --.- 0. -.4A",B', C". 
Formons d’abord la table 
AA", BB", CC, 
(©) <A’A, B'’B, UC, 
lA4, BB, Ce, 
ou A’A” etc. sont les droites qui passent par les points A’ et A’, elc.; el 
puis la table 
BB'CC, CC.AA', AA".BBb”, 
()) B'B.C'C, C'C.4'A, A’A.Bb'B, 
| BB'.CC', CC'.AA, 44.BB), 
ou B'B"'.C'C" etc. sont les points d’intersection des droites BB" et CC ete. 
On sait que si les points de l’une quelconque des colonnes verlicales de cette 
derniere table sont situes sur la meme droite, les droites A, X’, A” se 
couperont dans un m&me point; et reciproquement. Precisement de la meme 
maniere on demontrerait que trois points A, A, A” sont situes sur une 
meme droite; seulement A, B etc. seraient des droites, A’A” etc. des points: 
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et ainsi de suite. Or les droites du theoreme («) sont determinees: 
ab.be au moyen des points ac.be, ac.bf, ac.bd, 
be.ca - - - - - ba.ce, ba.ef, ba.cd, 
ca.ad - - - - chb.ae, ch.af, ch.ad; 


done la table (©) se reduit ä 
ac.be.df, ac.bf.de, ac.bd.ef, 
bu.ce.df, ba.cf.de, ba.cd.ef, 
cb.ae.df, ch.af.de, cb.ad.ef, 
et la table (J) a 
he .df, hf.de, bd.ef, 
ce .df, cf.de,  cd.ef, 
ae.df, af.de, ud.ef. 


Or les points de la premiere colonne verticale de cette table sont situes sur 
la droite ed.ef, ceux de la deuxieme colonne verlicale sur la droite fd.fe, 
et ceux de la troisieme colonne verlicale sur la droite de.df. L’existence de 
l’une quelconque de ces droites fait voir la verite du theoreme dont il s’agit. 
Pour demontrer le theoreme (/), considerons a part un quelconque des 
points abe, abd, abe, abf; par exemple le point abf. On peut envisager ce 
point comme determine par les droites ab.af, ab.bf, et ces droites contiennent: 
ab.af les points bf.ac, bf.ad, bf.ae, 
ab.bf - -  af.be, af.bd, af.be. 
Or bf.uc et af.be sont situes sur la droite ab.de.cf; bf.ad et af.bd sur 
la droite ab.ec.df; et bf.ae et af.be sur la droite ab.cd.ef. De plus. 
les points bf.aec, bf.ad, bf.ae sont situes sur les droites ab.be, ab.bd, ab.be 
respeclivement, et les points af.be, af.bd, af.be sont situes sur les droites 
ab.ac, ab.ad, ab.ae respeclivement. Donc on peut representer les points 
de la droite «b.af par les symboles 
(ab.de.ef)(ab.be), (ab.ec.df)(ab.bd), (ab.cd.ef)(ab.be), 
et les points de la droite ab.bf par les symboles 
(ab.de.ef)(ab.ac), (ab.ec.df)(ab.ad), (ab.cd.ef)(ab.ae). 
Maintenanl 


Les droiles De me&me que les droites Se rencontrent sur la droite 
ab.bd, ab.ae ab.be, ab.ad, ab.de.cf, 
ab.be, ab.ac ab.bc, ab.ae, ab.ec.df, 


ab.be, ab.ad ab.bd, ab.ac, ab.cd.ef, 
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c'est a dire, il existe un systeme de trois hexagones dont les cöles sont 

(ab.de.cf, ab.ec.df, ab.cd.ef, ab.be, ab.bd, ab.be), 

(ab.de.cf, ab.ec.df, ab.cd.ef, ab.ac, ab.ad, ab.ae). 

(ab.be, ab.bd, ab.be, ab.ac, ab.ad, ab.ae). 
Ces hexagones ont pour angles les memes six points. Or lexistence de 
l’une ou de l’autre des droites ab.af, ab.bf suffit pour faire voir que ces 
six points sont situes sur la meme conique: done les cöles opposes du 
troisieme hexagone se rencontrent dans trois points situes sur la m&me droite. 
De plus, on voit aisement que les hexagones sont preeisement tels. qu’en 
vertu du theoreme («), les trois droites, auxquelles donnent lieu ces hexa- 
gones, se rencontrent dans un m&me point; et ce point sera evidemment le 
point abf. Mais les cöles opposes du troisieme hexagone, savoir les droites 
ab.bce et ab.ac; ab.bd et ab.ad; ab.be ei ab.ade, se rencontrent dans les 
points abe, abd, abf: donc les quatre points abe, abd, abe, abf sont silues 
sur la m@äme droite: theoreme dont il s’agissait. 

Pour demontrer le theoreme (y), on n’a qu’a considerer comme deler- 
minees les droites de ce theoreme, savoir: 

ab.ac par les points be.ad, be.ae, be.af, 
ac.ad - - - cd.ab, cd.ue, ed.af, 
ad.ab - - - bd.ac, bd.ae, bd.af. 
La table (©) se reduit alors a 
hbe.ad.ef, da.de, da.df, 
cd.ab.ef, ba.be, ba.bf, 
bd.ac.ef, ca.ce, ca.cf, 
et la table ()) a 
(da.df)(da.de), uf.de, ae.df, 
(ba.bf')(ba.be). af.be, ue.bf, 
(ca.cf)(ca.ce), af.ce, ue.cf. 
Or les points de la deuxieme colonne verlicale sont situes sur la droite eu.ef, 
et les points de la troisieme colonne verlicale sur la droite fa.fe. L’existence 
de l’une ou de l’autre de ces droites fait voir que les droites ab.ac, ac.ad, 
ad.ab se rencontrent dans un meme point a.be. 

Pour demontrer le theoreme (d), il est Eevident que les points de la 
premiere colonne verticale de la table qui vient d’etre presentee, sont situes 
sur la m&eme droite. Mais ces points sont precisement les points d.be, b.cd, 
ce.db; le theoreme est done demontre. 
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Enfin, pour demontrer le theoreme (&), nous pouvons considerer les 
points de ce theoreme comme determines, savoir: 
ab.cd par les droites be.bd, ad.be.ef, ac.bd.ef, 
[-ab - - _ fe.fd, fe.fe, fd.fe; 
e.ab - - - ec.ed, ec.fe. ed.fe. 
La table (©) se reduit alors a 
ed.ef, fee, fde, 
cd.eb, cf.eb, df.eb, 
cd.bf, ce.bf, de.bf, 
el la table ()) a 
fe, ce.cf, de.df, 
fe.fb, cb.ce, db.de, 
fe.eb, ch.cf, db.df. 
Or les droites de la premiere colonne verticale de cette table se rencontrent 
dans le point Öf.be, celles de la deuxieme colonne verticale dans le point c.ad, 
et celles de la troisieme colonne verlicale dans le point d.ac; le theoreme 
dont il s’agit est done demontre. Dans cette demonstration on aurait aussi 
pu echanger les leltres «a, b. 

Les theoremes («@) et (y), peuvent &tre enonces par le seul theoreme 
suivant: 

„Etant donnes six points sur la m&me conique, et menant par ces 
„point neuf droites,. de maniere que chaque droite passe par deux points et 
„que par chaque point il passe trois droites: on formera avec ces neuf droites 
„trois hexagones dilferents dont chacun a les six points pour angles. Les 
„droites de Pascal, auxquelles donnent lieu ces trois hexagones, se rencon- 
„treront dans un meme point.” 

En supposant que les systeme de neuf droites contient toujours un m&eme 
hexagone, il est possible de completer de quatre manieres differentes le systeme 
des neuf droites; savoir, on peut ajouter aux cöles de l’'hexagone 1 les trois 
diagonales de [hexagone 2, 3 ou 4, en menant une quelconque de ces diago- 
nales et deux droites, chacune par deux angles alternes de l’hexagone. es 
quatre systemes donnent lieu au point g, et aux trois points 4, qui se trouvent 
sur la droite de Pascal, correspondante a l’hexagone dont il s’agil; savoir le 
premier systeme donne lieu au point g, et les trois derniers systemes aux point 2. 

A Londres 58 Chancery Lane 29" Juillet 1849. 
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6. 
Memoire sur les coniques inscrites dans une meme 
surface du second ordre. 
(Par M. A. Cayley a Londres.) 


En considerant une surface quelconque du second ordre, le probleme 
se presente: d’examiner les propriet6s des coniques inscrites dans cette surface 
et des oönes circonserits. La plupart de ces propricies sont peul-etre connue *):; 
cependant je crois qu’on ne les a pas encore developpees systemaliquement. 
Je me propose de donner ici l’analyse des proprictes les plus simples d’un tel 
systeme de coniques, et la solution du probleme analogue au probleme des 
tactions qui se presente ici, ainsi que quelques Ihcoremes relalifs au passage 
a un systeme de coniques situces dans un meme plan et inscrites dans une 
meme conique, en me reservant pour une seconde partie de ce memoire les 
developpements ulterieurs concernant ce passage et la solulion complete du 
probleme analogue au probleme de Malfatti, generalise par M. Steiner. 

Remarquons d’abord que les coniques inscrites et les cönes eirconserits, 
ainsi que les plans des coniques inscrites et les sommels des cönes circon- 
scrits,. sont des figures reczproques par rapport a la surface du second ordre. 
En considerant deux coniques inserites quelconques, et les cönes circonserits 
correspondants, on remarquera que les plans des coniques inscriles se ren- 
contrent dans une droite. Je la nommerai Droste de symptose. Les sommets 
des cönes ceirconserits seront situes dans une droite que je nommerai Droife 
d’homologie. Ces deux droites seront evidemment reeiproques Tune a lautre. 
Il se trouvera sur la droite d’homologie deux points dont chacun est le sommel 
d’un cöne qui passe par les deux coniques inscrites. Ges deux points peuvent 
ötre nommes Points d’homologie. De meme il passera par la droile de symptose 
deux plans, qui sont les plans des coniques dans lesquelles se coupent les deux 
cönes eirconscrits. Ces deux plans peuvent ötres nommes Plans de symptose. 
Les plans de symptose et les points d’homologie ne sont pas seulement des 





*) Voyez le memoire de M. Steiner „Einige geometrische Betrachtungen” Journal 
t. I p. 161, et un m&moire de M. Olivier „Ouetelet Correspondance etc.” t.V. 


Crelle’s Journal f. d.M. Bd. XLI. Heft 1. 10 
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figures reeiproques: les deux plans de symptose passent aussi par les deux 
points d’homologie, chacun par le point reeiproque de l’autre plan; c’est a dire: 
les plans de symptose sont des plans conjugues par rapport a la surface du 
second ordre, et les points d’homologie sont des points conjuyues par rapport 
a celte m&me surface. Remarquons aussi qu’en considerant le systeme forme 
par les plans des coniques inscrites et les plans tangents a la surface menes 
par la droite de symptose. on trouvera que les plans de symptose sont les 
plans doubles (ou si l’on veut les plans @uwlo-conjugues) de linvolution. De 
meme, en considerant le systeme forme par les sommels des cönes eirconscrits 
et par les points de leur intersection avec la surface de la droite d’homologie, 
on trouvera que les points d’homologie sont les points doubles (ou aufo-con- 
jugues) de linvolution. Les deux cönes eirconserits qui ont pour sommels 
les deux points d’homologie, peuvent @tre nommes Üönes d’homologie; de 
meme, les deux coniques inscrites, situes dans les deux plans de symptose, 
peuvent ötre nommes Üoniques de symptose. (En passant, nous remarquerons 
que ces coniques de symptose correspondent aux „Potenzkreise” de M. Steiner.) 
Il est evident que les cönes d’homologie et les coniques de symptose sont des 
figures r&ciproques. 

En considerant trois coniques inserites, et les cönes eirconserils cor- 
respondants, on verra que les plans des coniques inscrites se rencontrent dans 
un point que je nommerai Point de symptose. Les sommels des cönes cir- 
conscrilts seront situces dans un plan que je nommerai Plan d’komologte. Ce 
point et le plan seront r&eiproques l’un a l’autre. En combinant deux a deux 
les coniques inserites ou les cönes eirconserils, cela donne lieu a trois droites 
de symplose qui chacune passe par le point de symplose, et a trois droites 
d’homologie situces chacune dans le plan d’homologie. Il existe aussi six plans 
de symplose qui se coupent trois a trois dans quatres droites, aretes d’une 
pyramide quadrilatere, qui a pour axes les trois droites de symptose. Les 
quatre droites dont il s’agit, peuvent @lre nommees A.res de symptose. Il 
existe egalement six points d’homologie, situes trois A trois dans quatre droites, 
cöles d’un quadrilatere qui a pour axes les trois droites d’homologie. Les 
quatre droites dont il s’agit, peuvent ©tre nommees Ares d’homologie. La 
pyramide et le quadrilatere sont des figures reciproques, et il convient de 
remarquer (quoique cela soit assez @vident) quil y a ici trois points d’homo- 
logie, non-situes dans un des cöles du quadrilatere, mais contenus dans trois 
points de symplose qui se coupent dans une arete de la pyramide. 


= 
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Par l’une quelconque des axes d’homologie il passe deux plans don! 
chacun touche les trois coniques inscrites; de meme il se trouve sur l’une 
quelconque des axes de symptose deux points, dont chacun est un point d’inter- 
section des trois cönes circonserits. Cela constitue la solution du probleme: 
Trouver la conique inscrite, ou le cöne eirconserit qui touche trois coniques 
inscrites on trois cönes circonserits. 1 y a Aus solutions de ce probleme. 

Avant d’aller plus loin, je vais indiquer quelques unes des formules 
analytiques correspondantes a la theorie qui vien! d’etre expliquce. 

Eerivons, pour abreger: 

U = Aux- By’ Cz’-{Dw’ +2 Fyz-+26@x72-2Hry+2Lxew-+2Myw-2XNzw, 
V= ox --Py-+yz-dw, 

et representons par A, B. &, D, 5, ©, 9. %, M, N les coeflicienis du 
systeme inverse de A, B,C, D,F,6G, H, L, M, N. Soit de plus 
X— Ar- Hy +@Gz -Lw, 


pP? — Ua’ + BP’4Cy’+ DI -+25Py+26ya+2HaP + 2Lad + 2MPI + 2NYI. 

Cela pose, en prenant Ü—=0 pour @qualion de la surface du second 
ordre, et V,=0, VY,—=0, V,—0 pour les @quations des plans des coniques 
inscrites. on obtient pour l’un des plans de symptose des coniques inscrites 
(U —0, V,—=0), (UÜ—=0, V;,—0) l’equation tres simple 9 V, — pıV: —0. 
Delaä on tire pour les coordonnees du point d’homologie, qui est le reciproque 
de ce plan de symptose, les equalions 

X:Y:Z2:W = pa — pP: Pı — Pıa:PYı — PıYa: Pr di — Pıdh. 

En formant egalement les expressions des coordonnees d’un point d’ho- 
mologie des deux autres paires de coniques inscrites, on oblient pour @quation 
de l’une des axes d’homologie: 

X.Y, Z,W =; 
Pı> %ıs Pıs Yı» d, 
Pr, Ga Par Ya» d, 
Ps, Gy Pa; 73» Ö; 
savoir, en choisissant quatre colonnes verticales quelconques de cette formule, 








on trouve que les determinants que l’on obtient, sont tous egaux a zero. Nous 
ajouterons que la droite qui. par rapport ala conique (U=0, V,—0), est 
reciproque de cette axe d’homologie, est donnee par les &equations 
v, = 0. V;:V, = pp: —Aa,0; — ++: PıP3 — Ya; — etc. 
10 * 
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Il est clair que cette droite rencontre la surface du second ordre en deux 
points situes dans les plans des coniques inscrites qui, au moyen de l’axe 
d’homologie dont l’equation vient etre donnee, sont determines de maniere A 
toucher les trois coniques inscrites donnees. Mais sans se servir des @equations 
de cette droite, on peut determiner l’equation des deux plans menes par 
l’axe d’homologie dont il s’agit, de maniere a toucher la conique inscrite 
(U=0, V,—0); et la symetrie du resultat fera voir que ces deux plans 
touchent aussi deux aulres coniques inscrites. La recherche de cette equation 
etant un peu dilficile, je la donnerai en detail, en supposant cependant connu 
le theoreme suivant: 

En ecrivant v = Aetuy+rz+ow, V=Nc+wWy+vz+ow: les 
plans menes par la droite (v—=0, v_ —=0) de maniere qu’ils touchent 
la conique inserite (Ü—=0, V—=0), sont donnes par l’equation 
pP [A GV — KV) — ++] — [Aa (iv! — WV)+ 0. 
Pour appliquer ce theoreme au probleme dont il s’agit, nous n’avons qu’a 
substituer V, au lieu de V, et qu’a ecrire 


v=| adb,c,d|, ’„=- a,b, c, d 
XYZW X Y,Z,W 
Pı> 0,5 P,; /ı> ) P,: u7E P,> Vi? Ö, 











ol les coefficients a, b, c, d; a‘, b’, c', d’ sont des quantites quelconques. 
Reduisons d’abord l’expression Aa, (Av’ — 4v)-+ ».- Pour cela, mettons 
dans les valeurs de v, v’, les expression Aa@— +", Hat .--, etc. ä la 


place de x, y, ...: les quantites A, Y, Z, W deviennent alors Ka, KP, 
Ky,. Kö, (oü comme ä l’ordinaire A est le determinant forme par les quan- 
tites A, B,...), et l’on obtient ainsi, aux signes pres: 
YUaA+ = Kp)la, db, c, d, Aut... — Kplua, db, cc, d 
"u P,; /ı> 0 ©, P,; (TE Ö, 














et dela 
Ua, (AV —4V)+..-—=Kpl), ou 


D= lad cd die, NIEREN a,b, c, d 


& ‚BY, X, F, Z,, W u“, ;; Yı> Ö, Ä, Y, Zi, w 


‘ 


P.> Os P,: FE Ö ee P.> 0; P,; Yı> Ö 
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formule qui au moyen des proprietes des determinants se reduit ä 
Dei ir a,b, c,d 

) ! 
u, a,b, c, d@ 





| 2 1 ı 
| rennen. |P > %n Ps Yı> Ö\ 








Passons a l’expression A(Av’— Av)’ ---, que nous mettrons sous la forme 
1 „1 FL 2 
zrAIA — Av)+.-T+ 4. 
En prenant des quantites quelconques a, b, ce, d, on obtient par une analyse 


semblable: 
Aaliv —Wv)+ ---—= KO, ou 


J= 4, b, ed da, b', $ d’|\— A, b, 6, ;® d, b, C, d|: 
) 


r 
a,b,c,d XY,ZW d,b,c,d\ XY,Z,J d 
A ' 2 y 1 /) A y A 4 
RE: PPR 7ER} P,> u7E P,> /ı> Ö, PB, 0, Blu, P> ts» Po>Y> 9, 
| 
| 

















formule qui se reduit a 

D) = FE FE Aue u, 4 
AÄ,Y, Z,W a,b, c, d 

pP,» &5 Pr» Yo I IPr &%: Por Yo " 


ws 











Delä, en supprimant les facteurs constants de D et de U, et en Ecrivant pour 
abreger, on obtient 

as-+b7+rö+dw — u», € ai 
AÄ,Y, Z,W 


2 Ar 
PP» &%> Po» Yu d 


4 








expression qui sert & definir les fonctions &, n, £, w. L’equation qu’il s’agissait 
de trouver devient 

+... —KIX,Y Z, w[ == Q, 
a7 P,> Yı> 0, 





ou il faut avoir egard que lon a X= Ar- ..-, etc. Savoir, l’equation qu’on 
vient d’ecrire se decompose necessairement en facteurs lineaires qui, egales ä 
zero, donnent les &quations des plans des coniques inserites qui chacune touchent 
les trois coniques inscrites donnees. 
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Nous avons obtenu ce resultat en traduisant en analyse une construction 
geometrique; mais on y peut aussi parvenir en considerant le probleme d’une 
maniere purement analylique. En effet: soient comme plus haut, U—=0 l’equation 
de la surface du second ordre, VY,—=0, V,;,—0, V;,—0 les equations des 
plans des trois coniques inscrites donnees, V—= 0 l’equation du plan de la 
conique inscrite qui touche chacune de ces trois coniques. La condition pour 
que cette conique touche la conique inscrite situee dans le plan V,—=0, est 


Acc,» —=pp,. On a donc les trois equalions 
Aco, + ++ = pp; 
Aa; +» = PM, 
Anz; »-- — pp. 


Au lieu de tirer de ces @quations les quantites @::y:d, nous ajouterons 
au systeme la nouvelle @quation 
ar eh, 
par laquelle il sera possible d’eliminer les quatre quantites «, ß, y, d. En 
attribuant a ÄA,... la meme signification qu’auparavant, nous meltrons les 
quatre &quations sous la forme 


(Ar +), 1. ... PPı > 


| 


(Art...) 2. = PP; 
(Ar 2 ...)Ct, -- = »P;, 
Aa. )A+r + —=0. 


Ecrivons de plus 
(Aa + . )a-t on po 


ou les quantites a, b, c, d sont arbitraires. En &@liminant de ces @quations les 


fonctions (A@-- »-), puis en meltant a la place de p© la quantite a gauche 
de l’equation, on obtient, a un facteur constant pres: 
(Aa Jar... = N, b, (, [v) 


XÄ,Y, Z,W 
P,> ze Pi: 71 Ö, 








Cela donne d’abord 
Ya + + =pmn|lA, FT, Z,W 


> Pi: Yı> Ö, 
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u j si eiszailı ki; 
Puis, en ecrivant » — Au’-- . +. — wi Ua...’ ...], on a 
2 er | 
= 7(AR+.-) 
ou 
as- — un, 8 
A,Y, Z,W 
u 
P,> u7E 19,> /ı> Y 
et dela enfin, en substituant dans löquation, Ara, -- »--=pp,, on obtien! 


comme plus haut, l’equation 
AS°+..- — KIA, Y Z, Wi — 0. 
2: al Ö | 
| 
Il est clair que cette analyse peut &tre appliquee a la solution d’un 
nombre quelconque d’equations de la forme Aaua, — + —=pp.- 





En revenant a la theorie geometrique, considerons un point queleonque 
que nous prendrons pour point de projection: le cöne qui passe par une 
conique inscrite quelconque. aura. comme on sait, un contact double avec le 
cöne qui a pour sommet le point de projection. 

Le plan de contact sera le plan mene par le point de projection el 
par la droite d’intersection du plan de la conique inscrite et du plan reeiproque 
au point de projection. En considerant plusieurs coniques inscerites ayant une 
droite de symptose commune, tous les cönes auxquels donnent lieu ces coniques 
inscrites,. auront pour aretes communes les deux droites mendes par le point 
de projection aux points dans lesquels la surface est rencontree par la droite 
de symptose commune. Ajoutons que les plans de contact des cönes dont il 
s’agit, avec le cöne eirconserit, rencontrent le plan des deux aretes communes 
dans une droite fixe, savoir dans l’une ou l’autre des droites doubles (ou 
auto-conjuguees) de l’involution, formee par les deux aretes communes et par 
les droites dans lesquelles le plan de ces deux aretes communes rencontre le 
cöne ceirconserit. De plus, en considerant les plans tangents, menes par une 
ou par l’autre des deux areles communes, ces plans langents forment un 
systeme homologue ä celui des plans des coniques inscrites. En considerant 
en parliculier l’une ou l’autre des coniques de symptose de deux coniques 
inscrites quelconques: le plan tangent du cöne correspondant est le plan double 
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(ou auto-conjugue) de linvolution form&ee par les plans tangents des cönes 
qui correspondent aux deux coniques inscrites (c’est ä dire par les plans 
tangents qui passent par l’arete commune dont il s’agit), et par les plans tan- 
sents de la surface du second ordre menes par cette mäme arte commune. 
C'est la en elfet la propriete qui conduit a la construction des coniques de 
symptose de deux coniques situees dans le meme plan et considerees comme 
inscerites dans une conique donnee. (Ce m&moire sera continue.) 


Londres. 20 Aoüt 1849. 
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T. 
Note sur la solution de l’equation x” 1 — 0. 


(Par M. A. Cayley a Londres.) 





Soiı P„ la m’ puissance d’une racine quelconque (l’unit& exceptee) 
de l’equation =’ —1==0, et representons par « une racine quelconque (l’unite 
exceptee) de l’equation @"—1==0. En posant l’equation 


(ptrep temp: Fe; = Mpteptatp- - -e*ps). 

on sait, que la quantite M peut etre exprimee en fonction rationnelle de «. 

Cette fonction une fois connue, donnera tout de suite la valeur de l’expression 

(pt ap pr ep)" en fonction rationnelle de @, et cela suffit pour 

resoudre "eanation ab A S’agit. 

Une solution du probleme a et& donnee depuis longtemps par M. Richelot 
qui commence par supposer que « soil une racine primitive de l’equation 
e®—1=0. Cette solution est comprise, comme cas particulier, dans celle 
que je vais donner. La question est d’ailleurs interessante, a cause de son 
rapport avec la theorie des nombres. En effet, quoiqu’en tant que je sache, 
l’on n’a pas encore trouv& la regle pour former a priori la valeur de M, il 
est clair que les recherches de MM. Jacob: et Kummer doivent conduire ä 
cette regle. Le resultat ici bas pourra Servir pour la verifier. 

Voiei la valeur que j’obliens pour la fonction M: 

M=—2 - —20* HI? +20 +20 —2a 2a —20 420 1-20 
+20” —2a” —2a” +20” —2a” +20” 2a” —2a” 420” 2a” 120® 
+20” —20” +20” —2a” +20” +20 2a —2a +20! 2a 120% 
— 2a +20” —20® +20” —20” —2at +20” —2a” +20 20 20” 
— 2a —2a” +20” 2a? 20 42 AA Ra" 20” 
m 27] u 027 7 an 077 a 001 a 0] a1 at 027 an a 2 u 
+20" — Ale. 7 Me —aa Dan” _9Y 18. | 2a 20 ®- | 2a 2a | Da? 154 
Be 9 er - 2a | I! 63 — 9). 2a — Ir AR TUEEAUR ; Da? au 
IEEPWIEWTIR® 9 9 rare" — 2a "20 ..- 
ern ri — 24:15 | 12a A 7... | | 2arl- | 2a" »_ 2 7-0 
+20" —2 ee re ae ee al 277 ae ade 
2 71 A 1 1 ae u 1 a A 7 a A Tai 
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Representons par M’ ce que devient M, en supposant «+10, 
nous obtiendrons 


M' om 2? — 2 - 20° +20° -- Ja? — Ya — Ja — Ja! — da! — Ja” +2" 
+20” — 2a” -- a" — Rat 2a” 2a” +20 420 —2a® 20 420°! 

20 +20 — 20” — 2a +20 +20 20 4209 420 2a —20” 

-2a* 420° —2a” +20 420 20 20 —20® 20 1208 2a” 

-20* —20 —20” +20? 2a” 22a 2a 42a 2a 


— 2a 2a" 2a - 2a 20 2a 20121 2a? 42011207, 


Soient M, M/ ce que devient M en supposant successivement 
«"—1—=0, @"-- 10, et soient M,;,. M; ce que deviennent M ou M, 
en supposant successivement @®* —1=0, «”-+1==0, et ainsi de suite, jus- 
qu’a M,, M! qui seront ce que deviennent M ou M, etc. en supposant 


successivement @ —1=0, @+1=0, nous aurons: 


M —=—4 +40 —2a® —2a! 2a? —2a® -H4a’ +20” —Aa!" 120 — 2a! 
2a. 1207 120 1202 1403 1405 —4a® —4a?® +20? _— I _ 

4a” —20 2a” —4a” +40” —Aa® +20 420 420 2a 440” 

— 20" +20 +40 —4o* 4-20 —2a” 420° —2a +40 2a — 40 

20 2a +40 —4a® +20” 20” +20! 2”? Rat 420° — 2a" 

20” +20” 2a —20 4a +20 —4da® +20” 2a +40” —Aa 

+20” —2a" +2 +20” —20o® +20” a4" Rat Aa" 


] Dat” te "4a" —2e "+4! 2 Ra 4 2a 2a 


Ya 140 2a 202071202 4a 2011 20, 


M = 2a —4o -H2at -H20 +20 +20 ae! 2a Ro Ra 20 
+20" 20a" 44a" +4" 2042er — HR — ar 42at 
I +40 - Hr— 2a +22 22020 22a 


+ Da” 2a 2a -: AA— 28. 


M. = 3 +6a —4a’ 4a? —6o* +4u0® —Aat --60° 2a? +20? be" 2a! 
a2 — 2a +20 —de! 2a 2a +20 4a” 4a! —4a”--6a” 

— 2a" +8" — da” — Sao” +4" Aa 20 — ar +6 date” — Sa 

8" Je 2a 42a —Ia 44 — lat +60 2a 6 — Lo 60 

— te” +-be"— 2a” + ba — bat be— 2a” 20 — 4a” 4c"—6a 4a 


Ja Da”. 


WM — —’ +20 —Io? +60 —2a "ea —2a 4a —4a 1-20 


da" — 2a 2a 2a” +b— I —2a””. 
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M, = —I9 -+12a —8o” -+ 8a’ Rn +120° —8a° -- 6a’ —40® 
+4 — 100-460" — 60" Bat — 60180 — Sal Sa 
6a} — Bat be 10010 120° 4da--10«@- 
+40" —14a”80”— 8a” 4a". 





M; = —1 +40 —2a? —8o* --Ra? +20” ba’ —8a® —ba" — 2a" 
+20 Sa--2u'--4a 

M, = —17 --20« —14a° +16@° —200* --220° — 180° +18’ —8o" 
- u ee ee 

M, = —9+60-+40’+6e’+60°—4a®--6.'. 

M. 25 34320) +26 —400*--38’— 32-300". 

M: = 15—-4a—40°. 

N, = —65-720—b44560°. M; = —1-+16o. 

M- = —129-128o.. M}; = —257. 


Ces differentes expressions etant lrouvees, supposons que « soil une 
racine primitive, et representons par F, F\, F%, ... F. ce que deviennent M', 
Hi, M!,...M! en substituant «, eo, ar ... a” aulieu do (F=M, 
F. — — 257), nous aurons 

(prop temp... Fe" ps) = — en Ei BB. 
Cette l’equation constitue la solution dont il s’agil. 

EN encore les formules beaucoup plus simples qui correspondent 

a lequation 2’ —1=0. En O ee” —1=0, nous aurons 


M = —2 — 0 -+ 2a’ + 2a — 2a +20 — 2a Ra — 20 
M—= —2oc+ . — a 2a 42a. 

M, = —4-+ 2a — 20? — 0 + da — 2a -—- 2a. 

Mı = —3 — 2a — 20°. 

M, = —5 +60 — 4a? +20. M = —1-+4o. 

M, = — 9-8. M; = —17; 


et dela. en supposant que « soit une racine primilive: 
(mt apı +: +apu)" 
— (— 2a +2 — ot 2a 42a)’. (— 3 — 2a — 2ad)t.(—1- 40*)?.17 
Pour <@—1=0 on oblient sans peine 
(pteop tip + ep = (2 — a + Ru)’.d, 
ou © est une racine primitive de l’equation «" —1=0, savoir «a = +. 
Londres 3 Septembre 1849. 
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8. 


Note relative a la sixieme section du „Memoire 
sur quelques theor&mes de la geometrie de position.” 


Tome 38 page 98. 


(Par M. A. Cayley äa Londres. ) 


Kin remarquant que les trois droites sur lesquelles sont situees les 
neuf points de la table generale ()) se rencontrent dans un meme point, la 
demonstration que j’ai donnee de l’existence des droites A, fait voir que la 
droite {bed} passe par le point d’intersection des droites ae.ef‘, ef.fa, savoir 
par le point afe, ou bien que chacune des vingt droites A passe non seule- 
ment par trois points A, mais aussi par un seul point 9. Ce th&eoreme est dü 
aM. Salmon qui, independamment de mes recherches, a trouve l’existence 
des vingt droites A. 

S aoüt 1549. 














9. 


Note sur quelques formules qui se rapportent 
& la multiplieation des fonctions elliptiques. 


(Suite de la note tome 59 page 16.) 
(Par M. A. Cayley &ä Londres. ) 





En revenant sur l’@quation 
[— 1a — mu--(!—m)’\P,. 
+1 — 2l-- Ram +2) (4 — 21-4 2m - DE_im 
a - Ye +2) ( uL4— 2m - 1)... 
16 Im {au — (214 2m —4)(A--u)}P_ım-ı = 0, 
dans laquelle P,,— 1, les expressions que j’ai donnees pour P,,. P,, 
peuvent &tre Ecrites comme suit: 
P, = 4[. —- 1-1] 
P,— WI] +3Q2— 1=(181-164 a. — ) 


Au RE we 
2 — 103] — 1] ni 





equations qui peuvent 6ire represeniees par 
P,. ng O,.; 
Au 
P,: en OurBuıgız 
ce qui conduisent a la forme 
Au Au? 
P.= 0.4 Rı: tu +R ? (tu)? 


ou les coefficients # ne contiennent que la seule quantite A, et ou (,, est 
une fonction integrale du 2" ordre par rapport ä A, et du second ordre par 





rapport a u. 
Cela donne 


11 — 2u-+(l—2)) es 


1 
1Q.: +Rı..: et Ba gar 
Aut | 
(+ u)’ ) 
+u+A—2Xur-3) IQ, + Rıu:ı a 


+ 12-6) — 245) zu er Hu 
0. + R_..: m. en 0, 


— 321llu — RAU - u) 
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ce qui se reduit a 


ı__9 2 9/5 | 9\ Ä u? 
1 la— zu + (2, j 0, — MR) (k—1- 2)| -R 


Ju 
De A 
Lu | 12:2 (Au)? \ 
— 2;uR, 2; 1 77 2i-ußR,;>;; a 2ER,;::: Be. AU 


(A-+-u) 
— IA — U-6) — 2 -5) O2 R,_ ER on + Ra gr) 
X u+2l— 2) (ur 21-3) Q,1+ 2% (u—h+M—5)AuR,,..: 
20-442) 
321 [0 “U 0] On — 32a) Bra 3URR er 0 








En ne fesant attention d’abord qu’aux termes qui contiennent des puis- 

sances negatives de A—+1r, nous obtenons 

— 12) A —I+-2) BR. 1a — 2146) —2l-5)R,_\2. = 0 
el 

0. 0 2) (a —T1- on Ia— 21-6) — 21 5S)R_:.: 

+2(4—2 a 321° R1.1+232 u Se 
La premiere ine, en calculant la constante arbitraire au moyen de 
R, ,. = 200. donne 
R,... = 10011 —1)4[2 — 1-1]. 


L’expression de R,,,—= 200 se trouve par celle de P,, qui peut etre &crite 


sous la forme 
P,, = )(4—3) u(u—3)— 192 4u +336 — 40 4°u -—- (404° — 1156); 


200 4’u? 
N (A+ u)’ 





Er 





En substituant la valeur de AR,,., et celles de 
R. = —-10UußR—1", Ru: — 10U1-1)2[R — 1-41] 
dans la seconde @quation,. on obtient 
— (—2) (2 — 1-2) R,,-+ Ir — 2146) — 21--5)Rni::: 
— WW. — 2143) — 1 — 1201 N) RR 141) —0,. 
cest a dire 
— 1-2)» —1+2)R,.,-+1—21-6)R —2145)R_,.:: 
— WU 6 HRR—I-1)+ 2144) A-2432). 


Mettons 


R.. = WI), — 141] %9.. 
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Cela donne 
MP 


= (EAN) 40-24-2432). 


— FI 2) 11) 172) 
ce qui devient, quelques reductions faites: 
we 5 [a+Da+ 9417-2) 


1250-— 
20-23) , 20—2)(l—4) 
IT en 








P—P5= 








et dela on tire 


i j 20(4+1)(4+2) 20 dl — 3). 
= C-3014 CI _ HT 


Or R,..,— 2%, — 404° — 1156; donc F, — 204° — 578, et dela EC — 62 — 60% ; 
done enle, en restituant la valeur de R;..:: 














04-—2)(1--3 
Bau = 1d-1)22 141] {62-3400 60.4 FE _ AT. 


Passons a l’expression de Q,.. Eile donne 


en 0,41. — A+6)R— +5) 0; 
2A Yu U-3)Q,— 3A fu UL u} On, 
+%u—i+M—5)Au,,. 


— 2huR,.. , — WuR,,. — 3Uu (a — AU)R_ı;. —d. 
La derniere ligne se reduit ä 


20d—1)(t-2 
1-2 ae 


re u ee 5 re } 








Done on a 


(34124 — d—22 0, 1a AHA AL5S)On. 
— Xu--2-2Xu +3) [ap] +np (182164 TITAN 








A—l 
—3U au +0) wa] U1) 2141] (187—34- Sn) 


—ROKH—5-+-u—i)A ul —1] 


— AU 1)Ruf 141] 162—201— 1204 20(A+N)A+2) 20 AA 2) 


I—1 1° 








equalion qui peut etre representee par 
+ 2u— M-2 Q,:—lI— AU46) A — AL5)Q,_ Aut Bu’ +Cu-D, 


ou les valeurs de A, DB. EC, D sont donnees par les formules 
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A— A—I—1]7, 
B — 2(4-5)19—1-1]"4+ 20.817 (180-16 420 I 
32.02) RI —-20R BF, 
C— 2 (A—2,21—-3),.].—1—1] 
12(4-5)2[.—1] 187164 en m 
61T 
-ZAAAyA— 2) RR 11172 181—34-- 
20 US —H)RB—1] 
1) een _ m me ui 








2 1-23) | 
HT I 




















1 1 
23-21-3221 har-164 
| RAN! 43275 | 3fycı aan ı ?Ü-R)—3 
FEAR URS 344 air B- 


Sans m’arreter a reduire ces expressions aux formes les plus simples. 
jeeris 
0, = ulu—3),[RI—1]7" + ul JI.. 
En substituant cette valeur de 0». les termes qui contiennent u” se detruisent. 
et la comparaison des autres termes donne 


21, — 6, [,—1— 1] - — 1a— (I—2) Male y- 





10 —A46)4—2145).0.-07 —B — (0. 

21,40 d-22H-BRA]-4 2 
1A 6) AUS ART) = 0, 
IM A-2IH IA AL-HA-A5IIH—-D — 0. 


Les valeurs de J, et J, peuvent ötre tirees sans integration de la pre- 
miere et de la seconde de ces @quations. La valeur ainsi trouvee de J, satis- 
fera a la troisieme equation (ce qui cependant doit Etre verifie a posteriori). 
Il m’a paru plus simple de tirer la fonction Z, de la premiere @equation, et celle 
de.J/, en inlegrant la troisieme €qualion; alors ce sera la seconde @qualion qu’il 
yaa verilier. En effet on obtient 


1)(l—2)ı 





I, = 1.1] 136144 — 20,4% 


u urn) Be | 
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L’equalion qui sert a determiner J, devient, en substituant la valeur de ®: 
1 — A-2 I, —1a— 2146) —aUl--5)J_ı 








/ \ DEWEE lsor ar ı TÜ-NE— MA 

— Md-1)2-3)18—17° 18 164 9 
ı RR) 27 \342MN9 —. \ “ 2 d—R2)(l—3)} 
2. 641 d—1)4 [a—1--1] 180—34-- 11 % 


En ecrivant 
J = IWM—-1)1[R 1-1] V,, 
on lrouve 
u. — d—2 N, — (1-2) (a —1--2)V._ı 
(4 —21+3)(4 —21+4) d—1)(1—2)) 











— 84-3) re KN-8) HT 
+1280 9-17 + To N 


En fesant 
A: Ä bi 


due u; 3—111 ! R—IH1)a 9° 





cette equalion se reduil a 
u — d— 2) M, — (1—2)(.— 1-2) M,_, 
(32— 4) AH + 1Bı — (l—?) Bı 1 + 4(l!—A)B; 
a @—-1T)@— 7) 

— SA-IIN- SH Ir ZIZE 
— 8(4—3)(91— 8) (a — 314 6)- N 
20-3) , d-U-N) | 
2 —1+1 0 —141)(A--1)) 
—NI—2)(l—3) 

Ati i 
et cela donne tout de suite la valeur de B,, et apres quelques reductions celle 








A M—R2)Anın 








+83) 1) 2) 1— 


11284. (94—17)4128. 





de A,. On obtient ainsi 
A, = 2-2) 3,861), 
B, = 21-2) T—3) —4)(21—3). 
En substituant ces valeurs, on a, toute reduction faite: 
1 — d— 2) M,— (1— 2). —1+2)M_ 
— 84 (162° — 315 1-- 24) — 24 (1— 2) (271— 26). 


c’est a dire 
IM, — (!—-2) M,_, = 1296 ?— 25201 -- 192. 
M,— M,_, — 6481— 624. 
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ou enlin 
M, = 3241? — 3001 — 528, 
M_,= 3241°— 9481-192: 
valeurs qui (comme cela doit &tre) se changent l’une dans l’autre en entre- 
changeant les quantites 7, 7—1. 
Delä on a pour la valeur de J;: 
598.1. 24 ee 
222-3234) : 
(11) 4) 
valeur qu’on trouverait aussi par l’autre proced& indique ci-dessus. Or nous avons 
0, = u(u—3)AR—I—1]7"+ul4J,, 
done enlin, en reunissant les valeurs des differentes parties de P,, on obtient 
P. = u(u—3))[R —1—1] 


J, — I-1)1]a—141] |3242°— 3001 











u. — 17 18614420, + KR 

















J ) 
ll... SS 9a ı 2U-2)(1-3)(36147) 
+Id—1)2[2— 141] 324° —3001—528 + 14 
AU) 3)(-4)) 
| (A—IH1)(2— 7) ) 
IA-DAR 11162 340160; 1, 2PO+HDAL) _ 200-3) Au 
1d—1)21.— 141] |62— 3407601. - A ne 


Au? 
(A+ u)” ’ 
equalion qui fait suite aux equations 
P., = w[p—I—1]- 
+3 MS 164 rn am 
Au 


117 2 
— 104[R—1] 73% 
P., = iB—I1—-1j". 


+1007d—1)1 [11-1]. 





Je vais essayer maintenant ä chercher d’une maniere plus systematique 
les termes de P‘,,. qui ne contiennent pas la quanlit& «u, ou bien de chercher 
la solution de l’equation 
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[—1--d— m) P,,. 
+1. — 2UH4 2m +2) — 2l--2ın --1)P,_,.. 
2m ! —m-+1)(2!— 2m -+1)P,.-ı 
+ 32m (I +-m—?2)P,_ım-ı =. 
En supposant que 
P, 2]”"212—1--m—1 Ms Are jr 


(oü la sommation se rapporte ä p, nombre qui doit &tre etendu depuis » = U 





‚m 


jusqu’a = m), on obliendra sans peine 


| i 
a NS l,m,p 
a (m), > [ —!+m—1]P 





im. EN 
A —!+m -— 1]jP-' 
Alm—,p 


4- 2m (Al— 2m 4- 1)[A—21-- Zn] > A — I! + m —1]p+' 





+ (I—m)> 








a 
Lee BEE — 
a <A —Itm—r 


ou p s’etend seulement jusqu’a a —1 dans la troisieme et dans la quatrieme ligne. 
Pour reduire la premiere ligne, j'ecris 
— 1--(d—m) —= —li—1--m—p)- [m’— (m-+p)l]. 
ce qui reduit le terme general a 
—/Aımp Im’— (m+p)1] Amp. 
[4 — + m —1]r-! Ik —I!+m—1]P 
expression qui, en ecerivant r--1 au lieu de » dans le premier terme, el r 





dans le second terme, peut &tre remplacee par 
| —lAlmızı 1 Im’—(m+r)!} Aum.r 
(e.) A—!+m—1]’ * A —!+-m— 1] | 
La seconde ligne donne tout de suite le terme general 
A) (— m) Aı-ı,m,r+1 
(7) I? —!+m—1]r 
Pour reduire la troisieme ligne, je mets, 
[A — 21-- 2ın]? 
—= —14+-m— pl —2 1 —m—p 1) —I-m—p—1])+[l!—-m—p]'. 


ce qui reduit le terme general ä 


Alm—ı,p 

‘ 9]__& Ei \ . F 
2m (2l 2m | 1 A — 14m —1]P-! 
1 ml — m) —m—pl"Am-ı,p, 
| A Im— pt: | 











EINEN WER 
IR —I+m—1]r 





— 4m (2l—2m--1) [ 
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expression qui (en eerivant #—+-1 au lieu de » dans le premier terme, r dans 
le second terme et r—1 dans le troisieme terme) peut @tre remplacee par 








u ee 1 A . nn B-m—rH]'An-ır 
(5 a 2m (21— 2m 1) R—/m—1yf — 4m (2Al— 2m -1) 2 ue m —1fr 


1. Zml— 2m N) —m—r +)’ Am-ır-ı 


I (A —/+-m—1]’ 
Pour reduire la qualrieme ligne, je mets 





, = (k—I-m—p)+(l—m-+p)., 


ce qui reduit le terme general ä 








| Amel, Ä (—m-+p) Ar-ı,m-ı,p 
2%) 9 Be >)‘ T ve Re ‘ mn N ) s l,p , 
32m I-m— 2) pe Ken. 32lm (I--m—?2) R-Imip 


expression qui (en eerivant r--1 au lieu de » dans le premier et r dans 
le second terme) peut @ire remplacce par 








! a1. Alam 1 06 | (—m+p) Al-ı,m-1,r 
mim — 2) — EI 1.96 Laut mohr 
(d.) 32m (l-- m ) A_ImAp 7 32lım I--m—?2) me 2er | 


Done en reunissant les expressions («.. P., y., 0.) et en fesant atten- 
lion que le coeflieient du terme qui conlient [A — !-—-m—1]” au denominateur, 
doit se reduire a zero, on obient, en arrangeant encore les termes d’une ma- 
niere convenable: 
am (21 — 2m --1) An, 32m IH m— 2) A-ı,m-ır4 

— An, (m) Arm — Im (Al — am -- 1) I—m—r-1)A,n-ı, 
32m (I-—- m —?2)(l--m—r) A _ım-ı,r 
+ (m —(m+r)D) An, + 2m Al—2m 41) I-m—r-1)-m—r) An, 0, 
ou r s’etend depuis r—=0 jusqua r—=m, en reduisani a zero les termes 
pour lesquels le troisieme suffixe est negatif ou plus grand que le second 
suffixe. Par exemple dans le cas de r—=m, on oblient l’equation tres simple 
(2 — m) Anm = 221 — 2m +1) — 2m +1)(l— 2m) A,m-ı,m-ı 
qui (sous la condition A,., 1) donne sans peine la valeur generale de 
Anm, savoir: 





Anm = I12!— m —1]" |! — m—1]"”: 
valeur qui peut elre presentee sous d’autres formes en considerant a part les 
deux cas de »» pair et de m impair. En supposant a=1, m=—=2, on oblient 
Au =? te -NU—2), 4: =r2 (al —3)(l—2)(T—3)(l— 4): valeurs qui 
servent a verifier des resultats deja trouves. 
Londres. 21 Mars 1850. 
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10. 


Entwicklung der Modular-Integrale oder der ellipti- 
schen Transcendenten aller Arten nach Potenzen 
des Moduls, nach FKunetionen der Amplitude und 
nach neuen Funetionen des Parameters; sammt 
einer Theorie dieser neuen FKunetionen. 


(Von Herrn Dr. Chr. Gudermann, ord. Prof. der Mathematik an der Universität zu Münster.) 





Vorbemerkune. 


Wir die Theorie der Modular-Funclionen und der Modular-Integrale 
in der Geometrie oder in der Mechanik angewandt, und werden, wie es 
nicht selten ist, die unbekannten Gröfsen durch Modular-Integrale ausgedrückt, 
so sind, aufser dem Modul der Functionen, auch die Amplituden des Argumentis 
und des Parameters, sammt den Amplituden ihrer Complemente bekannt, oder 
können aus andern gegebenen Gröfsen leicht berechnet werden. Nicht selten 
sind diese Amplituden sogar Winkel, welche durch die Construction nachge- 
wiesen werden können. Daher stellt sich dann die unabweisbare Aufgabe 
dar, die gefundenen Integrale aus den genannten Moduln und Amplituden unmit- 
telbar zu berechnen. Im vierten, achten und zwöllten Abschnitte meiner Theorie 
der Modular-Funetionen und der Modular-Integrale ist allerdings schon ein 
zweifaches. oder wenn man will, sogar ein vierlaches Verfahren der Be- 
rechnung aller Modular-Integrale aus dem Modul und den Amplituden ausein- 
andergesetzt, wobei aufser den logarithmischen Tafeln auch die Tafeln der 
eyklischen und hyperbolischen Potential-Functionen zur Anwendung kommen; 
aber bei diesem Verfahren werden die Integrale nicht unmittelbar durch die 
gegebenen Gröfsen ausgedrückt. Im zehnten und achtzehnten Abschnilte des 
genannten Werks sind daher Reihen entwickelt worden, weiche dazu dienen, 
die gesuchten Integrale unmittelbar aus den gegebenen Gröfsen zu berechnen. 
Ein weiteres Nachdenken über die im achtzehnten Abschnitte geiundenen 
Resultate ist von dem glücklichsten Erfolge gewesen. Die Modular-Inte- 
grale zweiter Art (die von Andern sogenannten elliptischen Integrale oder 
Transcendenten dritter Art) sind ausgedrückt worden durch die bekannten 
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Functionen 4 (am), A (ama), Z’(amw), ... der Amplitude des Arguments 


und durch zwei neue Functionen ©, und &, einer mit der Amplitude des 
Parameters in sehr einfachem Zusammenhange stehenden Zahl p von alge- 
braischer Natur, die aber unter einander selbst so zusammenhangen, dafs man 
aus dem Werlhe der einen Funclion von » sehr leicht auch den Werth der 
zugehörigen andern Function desselben p herleiten kann. 

Es st nun die Aufgabe des Staates oder seiner für Unterricht 
und Wissenschaft thätigen Behörden und Institute, Tafeln für die ge- 
nannten drei Ärten von Functionen berechnen zu lassen, welche den 
wissenschaftlichen Forderungen Genüge leisten. 

Sind solche Tafeln vorhanden, so ist die Aufgabe der Berechnung aller 
Arten von Modular-Integralen auf die vollständigste Weise gelöset, und es 
geht dann eine solche Berechnung jeder Zeit auf die leichteste Art von Statten. 
Erst dann hört die durch die glänzenden Entdeckungen der Analytiker dieses 
und des vorigen Jahrhunderts geschaffene Theorie der Modular-Funclionen, 
welche noch fortwährend der Gegenstand des eifrigsten Studiums ist und auch 
noch lange sein wird, auf, eine blofse Theorie zu sein; sie wird dann erst 
ihre reellen Anwendungen auf fast alle Zweige der reinen und angewandten 
Mathematik dem Gebrauche des Lebens übergeben und seine gesteigerten Be- 
dürfnisse damit befriedigen können. Erst dann ist es möglich, die zahlreichen 
wissenschaftlichen Resultate mit gebührender Einfachheit in Zahlen- Resultate 
sofort umzusetzen. Nicht gering ist allerdings der geforderte und unumgängliche 
Aufwand für die Berechnung der Tafeln der drei Arten von Functionen 4’(), 


9, und &,, aber er ist gar nicht in Anschlag zu bringen gegen den Nutzen, 


welcher dadurch gestiftet wird. 
Münster, den 29ten August 1850. 


Der Verfasser. 
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Erster Abschnitt. 


Von den Functionen ©, und #, des Parameters. 


Die Function ©, für ein positives ». 


Da von den Functionen A'(p), A’(p). Ay). ... der Amplitude = amu 
bereits im zehnten Abschnitte der Theorie der ie und der 
Modular - Integrale gehandelt worden ist. so schicken wir sogleich eine kurze 


Theorie der Funcetionen 9, und D, des Parameters voraus: und zwar be- 
trachten wir zuerst die Hünätii 


(1.) 2 _ Ari 1, @rder+3) 1 | rear 7) 


E 2r+2 »p | (2r+2)(2r +4) p? | er at9ato mt 


unter der Voraussetzung, dafs die Zahl p positiv sei. Wendet man die in 








$. 90. des erwähnten Buchs angegebene Bezeichnung der Facultäten und 


Permutationszahlen an, so ist 
@+1 a-+1 











N ‚ 2r L, .» 1 —1(2r 1) 1 
G, ee N | +! 1 p* Jar nn sur sl 8 in . rl . 
[+23,—2] [-r-17 
Damit die für ©, aufgestellte Reihe convergire, mufs p — 1 - Wächst 
N 1 
die Zeisezahl x ohne Ende, so nähert sich 5, der Reihe tt For —- 
CC I p N 
als ihrer Grenze; daher ist 
1 LT . . 
(2.) Ö, a für einen unendlich grofsen Index r. 


Setzt man für = der Reihe nach die Werthe O0, 1, 2, 3. u. s. w.. so 
erhält man die speciellen Reihen 


0 BIBFIATE’" 
0,=,—+- 





I — 





5 |, Zur 1 Be 
Pay Tao mTt a TE mt 
(3.) =. #8 SR Be 5.7.9 BI 3.79, 
P 6b pp '6.5 pP 6.8.10 9° ' 6.8.10.12 p* 
3 7 1,791, 7904 1, 790.143 1 


uch 














PT 59 80» TE. TBorap 






13 * 
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0 
Die unendliche ur ur 9% läfst 2. leicht summiren. Es v zunächst 
0 1 0 
14+0,=1+-p4 4... 1-6 als 
1+9,=1+7zp71 et -., oder 140, = „ also 


6-5 





0 


er Me ei 
103 
Aus diesem Ausdrucke ersieht man nun zunächst, dafs p negativ sein und 
dann jede Gröfse haben kann. Ist aber p positiv und >1, so ist 0, jedes- 
mal imaginair. Unanwendbar sind also nur solche positive Werthe von p, 
welche zwischen den Grenzen O0 und 1 liegen; sammt diesen Grenzwerthen 
p=0 und py=1 selbst. 

Betrachtet und vergleicht man mit einander die einzelnen Reihen (9.). 


so überzeugt man sich leicht von der Richtigkeit der nachstehenden einfachen 
Recursionsformeln: 


l 0 
ß see: Ai ß 
6, = 4-9, —i 
2 [ 
G, —— 4.9, —1 
er 3 2 
>. En a 
9.) 0, = $p.9,—1 
4 | 3 
0, = 47:9, —1 
u. S. W. 


Im Allgemeinen ist 


m r 2r v—1 
(6.) 9, = >. _TP- 9, ‚—1. 




















Hiernach erhält man für die in Rede stehenden Funclionen ©, die folgenden 
geschlossenen Ausdrücke, welche zum Geschlechte der algebraischen Functionen 
eehören: 















10° j A a = WERE 


MR... DER BE. ER 1 


Pr 1357937. % x a 579 P 7 Pag 
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Ist p positiv, also gröfser als 1. so ist in der allgemeinen Reecursionsformel 


’ 2r u a 
der Factor 5, _ pP noch gröfser, und eine Folge davon ist, dafs ein Fehler 
r—1 


in der Bestimmung von ©, durch die Multiplication mit jenem Factor ver- 


« fr 9 - 
gröfsert wird. Da nun aber schon die Bestimmung der Gröfse ©, einen 
unvermeidlichen Fehler mit sich bringt, so ist der Fehler in der Bestimmung 


0 
von 9, beträchtlich gröfser; ist jener Fehler — %, so ist der allein davon 
herrührende Fehler in der Bestimmung von © schon 


jun BAM Be E % 
Ö = 1357. u 1 Pr 





Um diesem Übelstande zu begegnen, welcher mit der Zunahme der 


u 
Gröfse von »p noch schlimmer wird, berechne man ©, für ein hinreichend 
grolses r, eiwa mittels der Reihe (1.); die dieser Function vorhergehenden 
Functionen wird man dann zwar nicht leichter, aber viel sicherer nach der 
Formel 

’ 
2r—1 1+09, 


r—1 
(3.) G, Be p 





0 
berechnen. Man wird mit solcher Berechnung bis zu ©, fortfahren, und der auf 


0 
diesem Wege berechnete Werth von ©, wird dann mit dem nach der Formel 
1 


= — 1 berechneten Werthe übereinstimmen, wenn keine vermeid- 


Ye-2) 


liche Fehler gemacht worden sind. Man wird hierin zugleich eine erwünschte 





Probe für die Richtigkeit der ganzen Rechnung haben. 


Auf gleiche Weise entstehen auch die allgemeinen Formeln 
































r—1 2r—1 1 r 
9, = Ir „ar: 
r—2 31, ara) 1 ,,% 
0 — 22 p 2r—2) (2r) z Ton 
SW 1 | Ar—5)er—3), 1 er N 1.46, 
4 Tr Har—2) pe Terre) pi Ten 
2 2 —T 1, ı Ar al 2r—5) 1 a (2r—7) (2r—5)(2r—3) Eu 
PT u pp "Rr—6\er—4) p* | (er—6/2r—4)2r—2) p’ 
+ \(2r—5)(2r—3)(2r— N) 1.110 ) 
rare) er 
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Im Allgemeinen ist 





a nt, Bm] 1) Br-nhn2] ı 




















ed Eee er u u ae 
lt [2r—2n,—2] ? Tr—in, —2] P 
n-+1 
2r —2n —1, —? 1 a 
gr | d . n-+1 -(1 ’ 9,) 
[?2r—2n, —2] P 
und zuletzt 
0 14 BP EIERT ww ww u D3- 7E TRRE ; DEE) Ko 
(10.) 0, = zu Tsratsszht tt tern = 2 46 ). 
T 2 p ' 2.4 p’ ! 2.4.6 p® | 32.2.6... {@r) p’ RC 
Diesen Formeln fügen wir der Bequemlichkeit wegen noch die Formeln 
’o0 1 1 
.R m (1 ir () Wr 
Me. 
1 3 2 
0 = —(1-0,). 
/ 4» \ ) p) 
2 5 8 
(11.) G, n- either, 
_ Ace - 
3 7 Ze 
G, = 8) (1 : 9, . 
u. S. W. 


hinzu. welche sich aus Formel (8.) ergeben. 


$. 2. 
Die Function ®, für ein positives p. 
Betrachten wir nun auch noch eine zweite Function von p, welche 
wir durch die Reihe 


' n4 _ a 1 Dürr) 1 area 1 | 
(1.) P Rt? pp ! (r+2)(r +4) p* | (2r+2)(2r+4)(2r +6) p°? | 
oder durch 
































) a+1 a+1 

7 Bo Zu } u 

b, = ar E —_ gsl2@ 1) ER 
9.|L9 u “+ pet! 
[23 Tr u) |—r—1] 











definiren und welche offenbar ebenfalls nur dann convergirt, wenn die absolute 





Gröfse von p>1 ist, und desto rascher convergirl, je gröfser p ist. 





Wird der Index r ohne Ende vergröfsert, so nähert sich auch in dieser 
Reihe jeder Coöflicient der Grenze 1; daher ist auch nun 











2) #8, für einen unendlich grofsen Index r. 





p—1 ’ 
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Betrachtet man die einzelnen Reihen 
































" GEBE. 6 € Tu 
U EEE BR 9 2.4.6.8 p' 
oder 
ei ö —— i 1 lu 41 | 1.3 | 1.3.5 ‚A 
PT 2 p 24 p ! 246 „’T 24.6.8 pi 
3 — 411,431, [4135 1,1357 A, 
P 7 4 p 146 pr T 46.8 rt 4.6.8.8 p* | 
(3.) 3 — 31,35,4,357 1, 3579 4 
PU 6 p 1765 pe T 658107681012 p' 
5 — 311,571, 579 1,5791 4 | 
PT 8 p !810 » 78.10.12 p»° 1 8.10.12.14 p' 


so läfst sich die erste wieder summiren, wodurch man 


ri l 
u 
erhält; also 


(4.) $, — \-—)-1, oder besser db, — 1— YA--) 


Auch hier sieht man sogleich, dafs » negativ und dann von jeder Gröfse 
sein kann; und dafs ferner p jedesmal —>1 sein mufs, falls sein Werth po- 
sitiv ist. Es sind demnach auch hier alle Werthe von p auszuschliefsen, 
welche zwischen den Grenzen Null und Eins liegen; sammt diesen beiden 
Grenzwerthen selbst. 


Ferner befolgen diese Funclionen ein sehr einfaches Gesetz. welches 
durch die Recursionsformeln 


l 0 l 2 0 
DD — — ) . —— 
P,=-9.2,—1 de ,=—P:-$,—1, 
2 1 
See 
PD, — #p, D, —i1. 
5) (2 204 
4 r 3 
d,=3p.b,—1, 
uU. S. W. 


ausgedrückt wird; woraus rückwärts 
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0 il ‚ a 
„0 ®,)» 
1 2 
 , 
p 4» \ pP f] 
6. 2 3 
( ) 0 — IA n% > y 
P . Ziel 
3 4 
d,=—-.M44&), 
P Sp \ | p/ 
\ u. Ss. W. 


folgt. Das allgemeine Gesetz dieses Fortschritts und Rückschritts wird ausge- 
drückt durch die Formeln 


ai 4 2r = —! Be 
(«.) $, onen HR... pP-D,—1 und Dh —— un a u ®,). 


2r—3 pP 2er » 





Aus den Formeln (5.) ergeben sich folgende geschlossene Ausdrücke: 





U 168 5, 68, 8 
TI TORTE ET 





$ —_ 2468410, »_& _46810, ,_6810, ,_8410 ,»_10 4 
bus % 5. 3:90 A dt Du E30 5 A 3 Ze er KA Sr 








uU. S. W. 


0 
Ist in der Bestimmung des Werths von —#, ein unvermeidlicher 


0 
Fehler 5. so folgt bei der Anwendung der recurrirenden Berechnung daraus 
allein schon in der Bestimmung des Werths von #, ein Fehler 


: 2.4.6... (2r) .& 
d = 773. 55 





Daher ist die gleiche Vorsicht anzuwenden, welche in dem vorigen Paragraphen 
empfohlen wurde. Man wird für ein bekanntes, hinlänglich grofses r, die 


’ 


Function , etwa mittels der Reihe (1.) aus » entwickeln und daraus die 


r—1 r—) —) 


0 
Funetionen 2,, P,, P,, ... bis herab zu $, recurrirend berechnen; der 
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0 
also gefundene Werth von 5, mufs dann mit dem nach der Formel (4.) 
bestimmten übereinstimmen, wodurch man zugleich eine Probe für die ganze 
Berechnung hat. Es gilt nun auch die Formel 





P, 3, 3.3 3 3 1.3.5...(2r—3) 1 4 
. — I tn en —uu— ne — 0 — ... B% .— u \ 
©.) », 2 p '2.4 p? 4 2.4.6 p’ y 2.0.8.8...) 9 1 j P,) 
. 3. 


Zurückführung der beiden Functionen ©, und &, auf einander. 


.„ so erhält man durch 





Da 142, (1) und 140, 





1 
Ge 
die Division: 
0 
u zu REN oder auch 
1+0, p 
0 1 1 0 
1) -—d, = a a G,. 


Substituirt man hierin die beiden Werthe -6,=;, (1 4b) und 0, (1 +0,), 


so ergiebt sich nach einer leichten Reduction: 


1 I\Z2 
2) 0 .=,-4-,)%- 
ch N 1 2 1 3 2 
Substituirt man hierin 9 itP und =, Mr, so entsteht 
2 
% 41 ANG 
(3.) za — „—(1- ; )9,- 


3 3 2 5 3 2 
Setzt man noch o„Ar®) statt &, und 5 (! +0,) statt ©,, so entsteht 





b 1 IN} 
Eben so findet sich 
d N IN / 
(5.) 7 En a1; (1- >) O,. 
Auf diesem Wege der Induction findet sich also die allgemeine Formel 
1 r 1 1 r 
0 Ze arme a En >-1-5) O,. 
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Substituiren wir hierin noch einmal die Ausdrücke 


i vi .ı m = Zr D 
u Zn (Zr +2)p 172) und O, — (2r+2)p (1+0,) 








so ergiebt sich 


r+1 


= 7: SEE. En. wer 
u ra (1-2) Br [2)p (1--0,), oder auch 








r+1 


| ) + 
1+b, = 2r +2—(@r+1)(1-)(1+ 0), also 


4 er Ir 1 1 r+1 
#, = 1442-14 - @r+1)(1-—)9,, 





oder einfacher 


in a NH 
(€.) 3,-+ r P, = r — (1 — =) G, s 


wodurch bewiesen ist, dafs die Formel (6.). eben wie für den Index 7, auch 
für den nächst höhern Index r—+1 gilt. 
, 
Der Formel (6.) gemäls läfst sich also die Function &, aus der Func- 


tion @, unmittelbar berechnen; und zwar auf eine höchst einfache Weise. 
Umgekehrt hat man 











1 1 £ p 4 
. Det 
(9.) dr } 1 — p—I1 
m MR 
. Stellt man die Gleichung (6.) also dar: 
1 4 >, I\ 
ER ei . PD, . — » 2 (1 en > G, 


und addirt auf beiden Seiten 1, so verwandelt sie sich in 











1 r 
re 
1 2r—1 
(9.) ar EUR r ö 
1406, 


Will man also Tafeln für die Werthe der Functionen b, und 6, berechnen, 
so lassen sich auch aus den Tafeln für die Werthe der einen Function sofort 
die Werthe der andern herleiten. Oder hat man solche Zahlen für dieselbe 
Gröfse von p» berechnet, so können sie geprüft werden, weil sie der Formel (9.) 


jedesmal Genüge leisten müssen. 
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Das so eben auf dem Wege der Induction gefundene und durch die 
Gleichung 
1 & 1 z 
(-)U+) = 1-5, 
ausgedrückte Gesetz wollen wir seiner Wichtigkeit wegen auch noch direct 


beweisen. Da 








a-+l 
6, s rt 2] 4 
a+l @- 
(2r+2,—2] P 


ist. so erhält man, wenn man der Reihe ihr Anfangsglied vorsetzt: 


140 d _ gar — 2] 1, 
































(art2, ai P’ 
daher ist Ä 
1 241, —2] 2 RT 
Ä 1-7) +60,) = . 4 Ki a Fe | en ‚„ oder auch 
[2r-+2, —2] ” [2r+2,—2] F 
_ 41 s[ + I _ [2r-+1, 2] 
[r+2,—2] [r+2, rn; jr 
‚(?r+?e+1 [?2r+1, 1 
AEBEE JRR (Ka © ’ 
” Fe rar 2 pet 
Da nun eg = Tr ist. so erhält man die Reihe 
(1 —)(140,) — 1 set) ne rr oder 
p [f?r +2,—2] 7 
a+l 
1 a; 1 2r—1, —2 1 
(t- ZH 6) = u ee 1 ‚st 4 BL . EEE also 
[2r-42, —2] 


r 


(-)44 9) = 1-2 B,. 





r 
Zusatz. Da für r—0 und ein positives p die Function P, negativ, 
. ar ; . 4 : 1 
aber für r > 0 und ein positives » die Function ?,, so wie auch 1 — 2 sammt 


dem Nenner 1--09, positiv sind, so mufs auch der Zähler in der Formel (9.) 


immer positiv sein. Daher ist immer 


B,<—2r —1 für r>0 und ein -p, welches >1 ist. 
14* 
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S. 4. 


Analytisches Hülfstheorem zur Umformung der ursprünglichen Reihen für 6, und &,. 


Die für 0, und 5, aufgestellten Reihen in ($. 1. und $. 2.), welche 
als Erklärungen der beiden Functionen dienen, sind wenig geeignet, die 
Werthe dieser Functionen dann zu berechnen, wenn p negativ ist. Glücklicher- 
weise sind geschlossene algebraische Ausdrücke für jene Functionen herge- 
leitet worden, welche zu den genannten Berechnungen immer dienen können, 


es mag p positiv. oder negaliv sein. Es kommt dabei vorzüglich darauf an, 
dafs man die Werthe von 


6, = ———1 ud d, = I.) 


1 
ie: 


mit einem höheren Grade von Genauigkeit berechnet habe, als derjenige ist, 





welcher bei der Bestimmung der Werthe der darauf folgenden Functionen ©, 


und , erzielt wird. Indessen kann doch die Forderung gestellt werden: die 
Werthe dieser Funclionen in anwendbaren Reihen auszudrücken, welche zumal 
dann convergiren, wenn p negativ und der absoluten Gröfse nach <1 ist, 


weil in diesem Falle die anfänglichen Reihen für 6, und D, ganz unanwendbar 
sind. Um solche Reihen auf eine leichte Weise Karben zu können, schicken 
wir ein analylisches Hülfstheorem voraus, welches nur eine Anwendung eines 
noch viel allgemeineren Theorems ist. Setzt man, wie in ($. 100. und 101.) 
der Theorie der Potenzial- oder cyklisch-hyperbolischen Functionen: 


F(adb,c,2) = 8 La].16l 2° —= S(—1)°. el 2. +2)?".2° 


e’.[e] Le] 
auen S(— 1)°- le — “£ „J«] .142).x x, 
[e] 
so ist, wenn das Element = —1 genommen wird, wodurch die Facultät 
[d] = (—1)*.«@’ wird: 
F\a,—1l,c, x) = S(-1)*- La] U. —— —_ sle=d. .(1-+-2)°.2° 


[e] [e] 





une S(—1)‘- Tee) -(1 + u Zi 
@’.[e] 
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Da nun fe+1]—=(e-+1)[e] und l]=(c— at L4).[c] , also 
+1 c+H . i 
rg m 3 z Ist, so ıst 
F(a,—1,c,2) — sr... — si [ea] (1-4 2)°.2 
Le] [e] 
— $(—1)°- ua (14 2)°*.x°, oder auch 
\ u 1 ‚le=a] 
F(a,—1,c,2) = S(-1). la], = 8 () 
> Ball le au; 
u in kr Der el. 
Wird diese Gleichung mit = j 7 multiplieirt, so erhält man 
a+1 [a+i) 
2.F(a,—,c,2) = S(—1). ——: 
. FU u 
. 1)Ie—u x \eti 
— 8 (a+ [ —a]. N) 


[e+1] 


a+i1 
a+il a +1 1 ud Pr 
— (14 2)*!,8S(—1) ler) st) 





. 4 . 1 
Wird hierin endlich a—1 statt a, c—1 statt c und = statt x gesetzt, so 


erhält man das gesuchte Theorem ausgedrückt in der allgemeinen Formel 
a+i1 





: 2 ala] inet 
7 Fua-1, —1,c—1,r) = S(—1)"- En se 
_ sell. 1,y“ 


[e] 
(1+ )" s(-17.2Z8. fe]. RN 





| 
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$. 9 
Formeln zur Berechnung von o', == Ber ER 
Da nach ($. 1.) 
et Ars: Lie. TEEN a EEE an 
j 2r+2 » | (2r+2)(2r 44) p (2r+2)(2r+4)(2r +6) p° 
ist. so setzen wir zur Abkürzung 
DIA, 


Dann ist 

r 414 Artl)(2r 43) A, (Ar ti)2r +3) 45) 4 
2) , = Zr t2 u aD et 
Da nun aber, wie schon gezeigt wurde, » in diesem Falle jede Gröfse haben 
und also auch kleiner als 1 sein kann, so ist diese Reihe so umzuformen. 
dafs sie auch dann convergirt, wenn p <{1 ist. Da ferner nach ($. 4.) 





























a1 
‚ la] 1 ale—a] 
S(—1)%.- . N) 
\ 1 , Ti pe 1 (a a 
2r +1 2r +2 
ist. so erhält man. wenn man a— —,- und ce — > „also c—ua— —1 
setzt. die umgelormte Reihe 
br - 32 ‚4)f,—2]) 1 
G, Et N) | ai Grie R 
2r+2, —2] 
oder auch 
(3.) E 
NEE EEE Ba 1.3 
2,+1 ° 2r+2 pH 1 (2r+2)(2r+4) er ' (2r+2)(2r+4)(2r+6) (p+H1)’ 
| 33 1 





_! => — u © ®© ® 


7 (2r+2)(2rt4) 87) (2748) (p+1)' | 


Diese Reihe hat einen hohen Grad von Convergenz; selbst dann, wenn 
p=_1 ist. Da nun die Reihe, so lange p positiv, also —p negativ ist, einen 
positiven Werth hat, so ist gleichzeitig bewiesen worden, dafs unter derselben 





Voraussetzung die Funetion +6, immer positiv, also o_, immer negaliv ist. 


Giebl man dem r nach einander die Werthe O0, 1, 2, 3 u. s. w., so 
erhält man die einzelnen Reihen: 
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0 4 1 1 1.3 1 1.3.5 | 

u 1.0 2 0 ae ; "OR: AU: OR 
ee; „1734 2.4 (p+H1)’ ' 2.4.6 TIL 2.4.6.8 (pt! | 
1 1 
AU En 4 10 ABI. EB; 
De Bir 4.6 (pH)! 4.6.8 (pH)! 4.6810  (ptN)' 
2 2 

4) _-Im_1 & h +, nz AMD... ARE ER 

Se. 6 Fre - (»+1)” ' 6.8.10 (pH)? | 6.8.1042 (pHl)' 
3 3 
%,_ Int 1 | 4 E,.48 1 , 135 ) 
777 708 pH 7810 (pH)?! 8.10.12°(p+1)° 78.10.12.14 pH)‘ 


uU. S. W. 


Der hohe Grad der Convergenz dieser Reihen steigt noch um so mehr, je 
sröfser die Zeigezahl der zu berechnenden Function ist. Es folgt hieraus zu- 
nächst, dafs 























/ 1 /» 1 
1— ed, = Yl-—) = — — —. also 
Y( er Y>Hi (+ 
0 ) 0 ) 
(5.) = 1- 7; ode 9, = / ae, 
V(+- Y(1+-) 
ist; was mit der früheren Formel 0, - N —1 ganz übereinstimmt. 
5) 
Da ferner 
a+i 

ey - (4 Zell y" 

S (—1) n ee pe er (1 "T 3 .S(—1) a m)" 


ist, so erhält man durch dieselbe Substitution, wie oben, noch die Reihe. 


a, AV 9 [2r-+1, 2] 2r+1+2a «+ 
y(ı+, 6 Zn r2, 2] "2rt2420 (Hm); 





oder auch 


(6.) Y+ Ira E — 7. 1 1 rl) +3), 4 f (2r41)(2r+3)(2r-+5) 
/ 2 








Te ra 1 
2.4.6.(2r+8) (»+1)' 


welche aber minder rasch convergirt, als die vorige. Setzt man in den 
Formeln (5, 6, 8 und 11, $. 1.) ebenfalls —p» für p, so geben sie 


12 pH 2.) (pi): | 2.4.(2r+6) (p+1)° 
/ / 
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—1-7,.6 6, = (1-6 
0, = - 7'p., Zus 35, 9), 
2, 4 Pr A 3 2 
G, — 1— 3 ‚pP. G, GO, Ga "u O,) b) 
ER PRRELARNRE = 1-6) 
v FR mn m si, 5 , Zu > u 
Kar ug Beer. 5 
4 f Ss 3 R a, 7 ., 
0, — 1— 7 :P. 9, 0, nn 8» (1 - 0.) 
4 2r pn; y 2r—1 4 
G, == 1 — a | pP . GO, G, = 2rp (1 O,). 


0 1 2 3 r 
Hieraus folgt, dafs die Functionen ©,, O,, ©, ©, ... ©, sämmtlich positive 


und echte Brüche sind, welche sich, wenn der Index r ohne Ende wächst, 
. | 
1+p 


Die geschlossenen Ausdrücke für diese Functionen sind: 





der Gränze nähern. 











246810 - 5, 4.6.8410 6.8.10 8.10 10 
= — ’ a ” nu  __ m — ji. > NEE u 3 -—e IRRE 
Fam 13570 PP oT zn Part Tor: 


u. Ss. W. 





Zusatz. Setzt man in der Gleichung (3.) —p statt p und dividirt 
durch —1. so giebt sie 







r 


% _4A 0 4 1 1 1.3 




















2r+1  2r-+2 BT u Ka Ar +2)(2r +) Gyr (2r+2)(2r +) (2r +6) (p—1)’ 
2 1.3.5 Be 
(2r +2) (2r+4)(2r+6)(2r +8) (p—1)* | 3 


und da 
























10. Gudermann, über Modular - Integrale. 109 


I, . u 1 Be  ; ET | 
2r+1 ?2r+2 p+1 ! (@r+2)(2r +4) (p+1)? I (dr +2)(2r +4)(2r +6) (p+D° 
1.3.5 l 
| 


FF FH +6 Ar HS) pH 














ist. 


so kann man, damit beide Reihen nach Potenzen von 1 fortschreiten, in der 


ersien » +1 statt p und in der zweiten »y—1 slalt » selzen; alsdann ist für »>1: 


r 























ah: 1.3 1 
+2 Rt? p er +2)(2r+4)(2r +6) p° 
| 1.3.5.7 Es Ä 
Tr +2)(2r N)... (2r +10) p \ u 
On Ion __ 1 Er 1.3.5 ri 
4r +2 (Zr +2)(2r+4) p? ' (@r+2)(2r +4)... (2r 48) p° 
1.3.5.7.9 





| 
-_—t- 
I 


(2r+2)(2r +4)... (@r +12) po 
Eben so erhält man, unter der Voraussetzung dafs p > 1, die Reihen 


1 9,- AO, - 2r +1 1 (2r +1)(2r +3) (2) | >) 





1 
! 
vv T r42 pn (er +2)(2r + (27 +6) pi 
'g (2r+1)(2r+2)... (2r+9) “N 
 (@r+2)(2r+4)...(2r +10) p’ | 
(2r+1)(2r +2) 4 Fran 1 
(2r+2)(2r+4) p® | (2r+2)(2r +4) (2r+6)(2r +8) p’ 
ı. @r+N)(2r +3)... @ry1l) A 


' (2r +2)(2r +4)... (2r+12) p* | 


Nach Anleitung dieser und der vorigen Formeln kann man die Berechnung 





a _ON — 
4 (9, — G,,, —— 











der Tafeln für die Werthe der Function ©, sogleich mit der Berechnung 


der Tafeln für die Werthe der Function ©, verbinden; wodurch fast die Hälfte 
der Arbeit, wenigstens bei der independenten Berechnung, gespart wird. 


$. 6 
” u p } 
Formeln zur Berechnung von #, = —®(-,), und Relation zwischen ©, und &,. 
Wir haben schon oben gesehen, dafs für ein positives p die Functionen 


0 1 2 3 
—P,, P,, P,, P,,. . . positiv sind. Dafs sie sämmtlich negativ werden, 
wenn —p statt p geselzt wird, werden wir nun beweisen. Setzt man, schon 


- 


Crelle’s Journal f. d.M. Bd. XLI. Heft ?. 15 


pP? 
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zur Abkürzung, im Allgemeinen 


r 


(1.) b, Sn — 
so erhält man aus Formel (1. in $. 2.) die Reihe 


ua FR Ar ea 1) 1 | Be DEE 1 
p 2r+2 p (2r +2)(2r+4) p’ (2r +2)(2r+4)(2r+6) p° 
(2r—1)(2r+1)(2r +3)(2r +5) 1 
- (2r+2)(2r +4) (2r+6)(2r 48) pi 











und insbesondere: 


E.204.4 we 1.3 4 1.3.5 1.357 4 
3.) in he BE © 26: = = 77 a 2.4.6.8 p* en u Sue, 





also 
Ge ya+- 4 
oder 


a) -—d= y( +)-1; 


woraus folgt. dafs die Function db, positiv, mithin db) selbst negativ ist 
für ein positives ». 
Da hiernach » jede positive Gröfse haben und also kleiner als 1 sein 


kann, so ist die Reihe (2.) so umzuformen, dafs sie für » <1 convergirt. 
Nach ($. 4.) ist aber 




















a+1 
re - salz 9" 
daher wollen wir a— 1 und e—= nn, also e—a=— — 3 setzen. Dies 
giebt sofort die umgeformte Reihe 
“0 s_B-2] Be 2 TE 2 
Pi u ee f2r+2,—2] Pr 


oder aufgelöset: 


DB 1 1.3 1 1.3.5 1 
ar Arte Fr Tr (2r+2)(2r+4) (pH)? TODE Fr 6) (pH? 
L 1.3.9.7 1 a 1.3.5.7.9 1 a 
 (2r+2)(2r+4)(27+6)(2r+8) (p+1)* | (@r+2)(2r+4)...(2r +10) (pH)? ° 
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woraus erhellet, dafs &, immer positiv ist für ein positives p und für r — 0 


- 


0 
aber &,, negativ; wie schon anderweilig gezeigt wurde. 


Die Reihe hat Ähnlichkeit mit der Reihe (3. in $. 5.); sie convergirt 
auch für jeden positiven Werth von p, nur nicht ganz so rasch, wie die so 
eben erwähnte. 


Da aber auch 


a+l a 








” - [fe] 285 EL. a ‚Le] a— 0 1 j a+1 
S(—1) e % pet . (1- p N 1) a (=) 


ist. so erhält man durch dieselben Substitutionen auch noch die Reihe 





y(ı- er 4, 2r —1+20 1 


TE A 








(4 1", I @rM@r+), 1, @r—NerHilertB), 1 
N\NrT,) Prim, T 2.94) par 24.040 (pr 
4 rare) 1, ,,, 

2.4.6. 2r-68) GIyTt'n 





welche viel langsamer convergirt, als die Reihe (5.). 


Setzt man nun in den Formeln (5, 6 und 7. $.2.) ebenfalls — p 
stalt >, so verwandein sie sich in 








ı 0 0 1 l 
®), -— 1—2p — P, — $), = a 4-2), 
2, 4 y 7 1 Br 
+, = 1—{p.B, = —U-D): 
a, —1—- 9,8 b >_A1—®) 
,=1-zr% = — (1-#!). 

(7.) F 3 } I und p 6p I 
&, = 1-8, BB, — —_1— 8), 

h) 8p 

= 1-8 Eu ru, 
Ai 3,_3P- p p — Rp — in: 


Die geschlossenen Ausdrücke der neuen Functionen sind endlich 






15 * 
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db 1 (A tz —1 























D, — —2p b' +1, 
E27 ur NER 
(8) | db ER nn ’— D’ = pP, p--1 
Br star zrtt 
\ u. Ss. W. 


Der Zusammenhang zwischen den beiden Functionen ©, und &, wird eben- 
falls unmittelbar aus der Formel (9. $. 3.) hergeleitet, indem man nur —p 
statt » setzt. Dadurch entsteht schon die gesuchte Formel 








1 A 

0. De 

( ) di p Be r ’ 

1 9, 
oder auch 
1 2. SR 1 1 2, 
u »=,-Ur,)%: 
(10.) also umgekehrt 





pP i 
u ar Pr 


p+1 





rl 
G, = 
Hieraus erhellet, dafs für r >00, 


(11.) BD, se E— und 6, <1 sei. 


Zusatz. Setzt man in der Reihe (5.) noch —p statt p, so erhält man 


» 104 1.3 1 








a We 2 a a 
Gl 34291 (rt2)ar 9) (p—i | ‚ also 

















| "OR. DE | 1.3 5 1.3.5 Ei: 
) 2r—1 rt? p (2r+2)(2r +4) p® ' (2r+2)(2r+4)(2r +6) p? 
1.3.5.7 1 








er+Der Her FOR pi TT 
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und da nach Formel (5.) auch 














2) a 1 1 N 1.3 oe 5.5 1 
rl 2r+2p | (er+2)(er+4) p* | (2r+2)(2r+ Br +6) p’ 

I 1.5.5.7 BR 2 

' @r+2)...(2r+48) pt 


ist, so erhält man durch die Verbindung der beiden Formeln: 























3) Porn + Per+n Au 4 de 1.3.5 ‚t 
' Ar 3 Rr+2 p ! (?r+2)(2r+4)(2r +6) p° 
Ft 13.5. 18 1 
 (2r+2)(2r+4) ... (2r+10) p’ 
4) ECRRREN NOREN tar 1.3 = | 1.3.5.7 BER 
v2 000 art PT Arte tH er ts) ers pP 


unter der Voraussetzung, dafs p positiv und gröfser als 1 sei. 


Unter derselben Voraussetzung hat man aber auch die Reihen 
Ro a 1, (r—1)(2r t1)(2r 43) A 
ı/cb_-- zu u un oe Mn 
2(®, P,) 2r+2 p | (?Zr+2)(2r+4)(2r+6) p’ 
, rer ti) +3)2r +5 HN) A| 
' (2r +2)(2r +4)(2r 46)(2r +8)(2r +10) pop 0° 
(2r —1)(?r +1)(2r+3)(2r +5) 1 








- 4 (2r—1)(2r +1) 1 | 
(,— 2,) —. ‘ Mi zu T =. 9» LAD» LE 3 f 
(?r+2)(2r+4) p (2r+2)(2r+4)(2r +6)(2r+8) p 


£ (2r—1)(2r +1)... (2r+9) I | 
"RI LN... rt) pe 











Diese Formeln wird man bei der independenten Berechnung der Werthe der 


Functionen &, und &, mit Vortheil benutzen können. 
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Zweiter Abschnitt. 


Reihen zur Berechnung der Werthe der Modular-Integrale. 


m; 


I. Reihen für die Modular-Integrale von der ersten Art. 


Die Modular-Integrale von der ersten Art haben keinen Parameter; 
es ist daher bei der Entwickelung derselben in Reihen von den neuen Functionen 
des Parameters noch kein Gebrauch zu machen. Auch sind diese Reihen gröfs- 
tentheils in der Theorie der Modular-Functionen hergeleitet worden. 


Setzt man zur Abkürzung 





| 2 Tre 12.32, 5° 
eh de hegp Iegpe 
 __ 135... Ar) 
viren ° 
3 >. 


1 
„= ı=g 8 STgpe 


1°.3°.5°... (2r— 3)’. (2r —1) . 














re 2720... (dr—2)dr) ° 

(1.) | | 12.3 1°.3°,5 
N. = 0; Di Ze N2 — 377 „gr 

 —_ 1.3%5°... @r— 3). @r—1), 

ir 2242:6?... (2r — 2)?.(2r) 9 

3 | 325 32.527 
N er N WE 





RER 57°... (2r—i)’.(2r+1). 
= 6... (2r— 2) (2r)® 
so ist eine Bezeichnung gewählt worden, die wir auch später häufig anwenden 
werden. Jede dieser Reihen convergirt: nur ist eine solche Convergenz aller- 
dings verzögernd, da die Factoren, mit welchen man in einer solchen Reihe 
jedesmal ein Glied multiplieiren mufs, um das nächst folgende Glied der- 
selben Reihe zu erhalten, immer echte Brüche sind, die sich wachsend ohne 


Ende der Grenze 1 nähern. Es ist nämlich 
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2r+1\’ 
d,41 u 0.25 o 








2r+2 
u u el, für r > 0 
rar r 2 — s 
(?.) 2 = t 
2. ( r—1)( r+ ) für 5 0, 


Inga = AT Z (2r +2) 
(?r+1)(2r+3) 


N (2r +2)? 





Wächst r ohne Ende, so nähert sich wirklich jeder der vier Brüche Car 3) 
(2r —1)(2r +1) (2r —1)(2r +1) (2r+1)(2r-+3) ’ u 
Or 12) . PINEZZPT und Or) der gemeinschaftlichen 
Gränze 1; aufserdem ist jeder dieser Brüche < 1; und dafs namentlich 
der letzte Bruch ebenfalls <1 sei, erhellet daraus, dafs man ihn auf die Ge- 











(2r +2) ; . ' . 
stalt - a - bringen kann; woraus ersichtlich ist, dafs der Zähler jedes- 


mal, d.h. für jeden Werth von r, um 1 kleiner ist, als der Nenner. 


Die Coöfficienten 7, und v, lassen sich aus den Coöflicienten Ö, und e, 
zusammensetzen, in Anwendung der Formeln 


3) nedhtas; nBehts; sedts; ... n—d,tE, 


und da aufserdem 








im 


(4.) &ı an V,) ee. Vı> €) _— Vi a v3; &3 reren V; — V;5 Born €, =— V,_ı —v, 


ist. so folgt hieraus leicht: 


=1, 
y, =1-:, 
„ = 1—-9, —5, 
(5.) y = 1—-98 — 8 —8&, 
= 1—a.— 8 —,—8, 
’ 
v, = 1-9 — gg —g— 2... —E. 


Ist nun amw sammt dem Modul % gegeben, so ist dadurch zunächst 
amca —= 4n— arctang(k’'inw) 


bestimmt, und dann gelten die folgenden in ($. 105.) der Theorie der Modular- 
Functionen hergeleiteten, sehr rasch convergirenden Reihen: 
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(6.) u— amu-- d,k’' (amu) + d,k*)’ (am) + d,k(amu) + +, 
(7.) K— u — ameu -- dk’). (ame u) + d,k*7(ameu) -+ d,k')(amceu)- ---. 
(8.) elu — amu — ek?) (amu) — &%k* (am u) — 8, ki ( r 
(9.) elce u = ame u — &,k’)(ameu) — & k*) (ame u) — &,K')’(ameu)—--, 
(10.) u— elu — n,k?)' (am u) -—- 7,k*) (am u) + 7,k’)’(am u) + +--, 
(11.) k—u—eleu=1,K’'(amew)-+n,k*4(ameu) + 1,K'i’\ameu)-—+---, 


(12.) E—eleu— K” jam u -- v, A’ am u) + 9, k*(am u) + v;K'i(amu) + 


u 
> 


(13.) K— elu — k"fame u + v,k’)' ame u) — vk*(ameu) + r,k’)’(ameu) + .-}. 
Und für die Quadranten selbst hat man die Formeln 

ir — JT (1 = d,k° 2. d,k* + O,k" d,k® 4- ) 

(14) /E= Inl1— uk —ekt— sk’ —h’— ...), 

IE — 4 TI K"( 1 =. ’ y,k - V> k* + V; k + Ya k° 2. ) 


Die 1v— 


S. 8. 


Zusätze zur Theorie der Function A’(g). 


Die Function #’(g) convergirt, falls 9<<4r und der Index r zu- 
nimmt, bekanntlich gegen die Grenze Null, und zwar desto rascher, je kleiner 
die Amplitude % selbst ist. Nimmt ferner y um Jy zu, so ist 


ER a BE. Ä e. 2 
„(p+-Ay) = K(p)- ce Tr RER 


+3(r@r—1 IA -sin p) sin” y.Iy’-- | 


Diese Reilie, deren allgemeines Glied ebenfalls leicht anzugeben ist, kann auch 
bei Anfertigung der Tafeln für die Functionen A'(y), K(y), K(y), ... be- 
nutzt werden. 

Auch eine nach Potenzen von sing fortschreitende Reihe für 4’(y) 
möge hier noch einen Platz finden. 
Da 





sin”p = sin” gp.cosyy(1— sin’p)” 








sin’g = sin” gcosyp + Isin”""p.cosy 
43 ie 
+5 sin""'p. cosp+z ze p.cosp+- 


Wird nun noch auf beiden Seiten mit © multiplieirt und integrirt, so ergiebt 
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sich sofort die Reihe 

EEE ' U... ca 1 sin’#g 
(1.) 4 ($) ER (5) Y2rt1 En We 2r +3 











‚4.3 sntög, 1.3.5 sin? ' 
24 W745 1246 »47 7 
Da 
Mi / FREE \; 1/7 @ Ir] mn 2c 
cos’ p —= (1—sin’p) —= S(—1)*. =—.sin’“g 
& 
ist. so erhält man, wenn man mit © multiplieirt, und integrirt 
1.3.5... 2r—1) Bi 
const. — A (47 —p 
2.4.6... (2r) d (: 2 


1 „I, ni r(r—1) 1.3 49, | . 
- ee Ki r 5 at (pP) — 


Wird = gesetzt, so ıst const. 








—4n, folglich 





3.5 (2r —1) 
Be 20 Ze ut 
2.4.6 (2r) ar ar p) 
2 3 
 Ir].1.3 .., 42.5 
PEN TFT, Wr FT MT 





1.3.5... (2r—1) „” 
2.46...  \P): 





oder auch 


2) vd 








dr — (—1)" 12 ()—4 ar 7 
| r(r —1)’ 2 
'1.2.(2r —1) (2r —3) 


(P) 





a (Ir D’.2° Algo): 
NT IE, 4 








(1) ([r])): a Ar—-a/,r‘ / \r r’.?' 
« uk 2 Ar N ar_n Fi 
a’ |2r—-1, —2] 
Hiernach läfst sich also A’ (An —g 


) aus A(p)—=9Y, Alp), Kle 
berechnen 





Da nach ($. 100.) der Theorie der Modular - Functionen 
TIEFER BeRR y BE... 2 DR I /sı 
“A4n—go) = 4n—p— 3 -c082p- G+DEL3) 4 (sind) 
r(r—1)(r —?) ” \ r(r —1)(r —?2)(r —3) u 

+ rn Far) 36086) - ner Fae ra reinde 








ee ee art i 
(+1) +2) (r+3)(@+4)(r +5) i a 


Urelle’s Journal f. d. M. Bd. XLI. Heft ?. 
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r(r — 


) = 4749 176029 — 1, TE, Haindp)+ + —— 





ist. so erhält man durch Addition: 


1@ 47 —p)+F(4r+9) 


r(r—1)(r — 2) 6 
De Ha + 300809) 


r r(r—1)(r —2)(r — 3) (r —4) 
Fr +2) +3)(r +9 (r+5) 





-c0s2y- 


u a, 
= q 


ser 





-4(cos10yp)-+ +»: 


oder auch 
IA 4a+p)+#(47— 9) 


I —i 3 —3 d 


In — [r][r]eos24 + [r][r]3(60s69) —[r][r]4(c0s10p)+ — 





2a—1 —(?«@—1) 4 
..(-De.[r] Ir] entte-ne .}... 


also 
za —arl gs (da —2)y 


8) 3a da prFar—gp) = ta+ SM. Ir) Ir) 
für @ >. 





Eben so ist 


2 mt 


(Man p)—RG4n—gp)—=Yp—[r][r].3(sin4y) fr] [4 (sin8Y) 


—felte]. Hsin12)-+[r][r].; ı(sin16p)—---- 
oder auch 


Ar -—: 


4) 2a Gar -p9)—-Fan—p)=9+ 8-1 Trllr]. für «>. 


Diese geschlossenen Ausdrücke dienen ebenfalls Pe die Function Ay) zu 
berechnen, wenn g zwischen den Grenzen 4 und 4 liegt. 
Insbesondere erhält man für 9—=0 den geschlossenen Ausdruck: 


| 3 3 5 K Ze ZeH 
— In— el] + ’ Ar el ] +. (jet l nr 
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Il. Reihen für die Modular-Integrale von der zweiten Art. 


1. Reihen für die Integrale vierter Classe. 


S. 9. 


a. Für die bekannten drei Integrale vierter Classe. 


Im elften Abschnitte der Theorie der Modular-Functionen und der 
Modular-Integrale sind die Modular-Integrale von der zweiten Art, welche 
Parameter haben, in vier Classen getheilt worden. Zu den Integralen vierter 
Classe rechnen wir die folgenden, in ($. 121.) aufgestellten: 


. »Y’tnadnasn’udu dnca sn’u ou 
S(u,u) = = -_ I; 
a sn“ Incasnc’a snu 
/ en’ al 1— y- 1— r 
‘ 
































snc?’a snc’«a 
Su, Nina dnca 
l — — . 
(1.) dn a sn’ u Iinca sn’u ” 
snc?a o snc?a 
tnadna.dn? uou 
(u,a) — 
sn?u 
snc?a 


Im BR CH Abschnitt sind diese Integrale auch bereits in Reihen entwickelt 
worden. Die Reihe für das Sinus-Integral von dieser Classe ist im ($. 254.) 
gefunden, nemlich die dortige Reihe (4.) 


— 44!(am u) — 132(am u) — 43:(am uU)— -- 








in « ) am u 
Inca Inc « 


S(u,a) — Are Tang( 


und in ihr ist im Allgemeinen 














e 1.3.5... (2r—1) dnca 1 1.3.5... (2r—1) 5. ” 
a Te Ab 4.6... (®v) k”.snc”a 
1.3.5... (2r+1) | 
4: 2r +2 2r+?2 as 
276. a Ta | 
oder 
. „.dne@, per 2r +1 ,. (2r+1)(2r +3) ,; r ] 
4 = db, eli+stsR- snc’ 44% arte ‚snea-+ | 
Setzt man nun 
1 
2) P= Fa” 


so erhält man durch Anwendung der Function ©, den einfacheren Ausdruck 





r Inc a s 
4 = —.J,.k".(1-0,) 


Iinca 


16 * 
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7 2y vr—1 : ä 
Da nun aber nach ($. 1.) 1-0, =z._1P- 0 ist, so erhält man durch 
die Substitution dieses Werthes: 
’ dnca 2r ' BL 
1 = - . .) "u () . 
Iincasnc’a 2r —1 R p 
2) Inc a hina dna . 
Da —— .d, =», und — = — der constante Factor des 
zr —1 Inc « sne’a en? #7 


Sinus-Integrals vierter Classe ist, so ist 


k'"tnadna UNE 
N, ki .G,. 





I. 


en’«u 
Wird dieser Werth substituirt, so erhält man die Reihe 


in“ am k”inadna ET 0 
— — - 71,4 (am) O, 
Inca Inc« en’a i 








(3.) S/u,a) —= Are Tang( 


ı 
7, ki) (amu) 0,41; h*i ’amu)O ‚+ n,k"i *(am u) O,- nk") 5(ama)G, +. 


Die Formel (4. in $.255.) der Theorie der Modular-Functionen und 
Modular-Integrale verwandelt sich auf gleiche Weise in 


Iin« 





1 
(4) Ewa) = Arc Tang( er fam u ‚+0, %?3'(amu) ©, 


Inc «a 
21493; 2 | \ 3 \ 3 a 4 
Ok’ 4° (am u) 9,-+-d,k’ 3’ (am u) O,--d,KFirlamu)9,+ - +} 


Dagegen folgt aus Formel (2. $. 256.) des angeführten Buches folgende Reihe: 








: ’ r Iinu\ , sn a | RG - 
(D.) D(u,a) — Ur ) - - Jam u — b, +2, k’4'(amu)$, 
Inca/ | sncu 


-&h'4 am ud, -: sh’ (amu)D, 4 2,Kıamu)b, 4 t 
In allen drei Formeln hat die von dem Argumente « des Parameters abhän- 
sige Constanle » den gleichen, durch die Formel (2.) 
1 
pP = h? 


snc?«a 








ausgedrückten Werth, welcher positiv und gröfser als 1 ist. Es ist aber; 











0 | 1 
| De . # u dnc a 1, 
(6) « Br3 
| — 1— \(--- — 1—dnca«. 


r r 
Die gemeinschaftliche Grenze der Functionen ©, und &, ist in diesem Falle 














| h*’snc’« Bis, k : ’ 
„77 an — mwWa—lpena), also desto kleiner, je kleiner 
FOR , v [2 


Modul % und je gröfser das Argument « des Parameters ist. 


Zusatz. DBezeichnet man die Constanten der drei Integrale durch 


A, B, C, und stellt sie also durch 
Asn’uou 5 Bou Cdn?« 
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der 


ou 





'S(u,u) = G(u,a) = —; Diu,a) = 














1—nsn’u ’ 1I—nsn?u I— nsn’“ 
0 
. 2 1 a 
dar, so ist n— ——— ,„ folglich umgekehrt sne®« — — , mithin 
snc’a n 
n 
k’tinadna dnca . 
A = ——  — ——— — nn —1)(n— K?)). 
en’a Iincasnca rt X g )) 
B— I"ina  dnca _.,/m—A)(n—k?) 
we dn«a N V n u 
sna 1 n(n—1) 
Ü — tnadna — — ——— _ 1, 
snca tinca dnca n— k’ 
und obige drei Reihen heifsen dann: 
0 
'G a 0./ \ / (n. 21 - 
S(u,a) — Arc TZang (tina y(n —1)) — amuy(n—1) — An? (amu) 9, 


ww 
+1, k’ 4 (amd) o ‚1, k’# (am) d „+. k"3*(amu) 9,4 +--\ 


Cu, a) — Are Tang (tinuy(n —1)) — Biamu. 9,4 O,k’i'(am u) 0, 











+0, kt (am u) 6, - +0, k’) (am) 0 „tIKR 3 (amu)O,- et, 
D(u,a) = Are Tang (tina y(n —1))+ Cjamu — P,—+ 2, h’i'(amu)$, 
: 3 4 
— &k*1° (am ud, +5K’)(amu)P,-+ &K’i(amu)$,--...t. 
Aufserdem ist 
0 EEE: 
sh 
— I? 
ef au y n 
und 
j mn AN — ‚, /snuy(n—1) sn u 
Arc Tang (inuy(n—1)) = XUre Sn — )= Arc Sin ca} (au 
a. sne’a 
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g. 10 


b. Für ein viertes Integral vierter Classe. 


Seizt man v="& KR, a— K)‚—'& K—-ua—K), so ist für v— 0 
auch v0. Ferner ist 

















i ae m dn a snc’u du dna snce’uou 
OY — € (RK — 4,0 — K  ‚=- 1 s = . 3 ge. 
. r Ina, sn’a-—snc’u Ina sne’u —sn’a 
7% en« h' 1 enca 
Substituirt man sne® = —, dna= ‚ins = ———, sns= . 
“dnu dnca k’inca dnca 


erhält man 
R"tnca dnca sn’u du 
dnce’a en’« — enc?’a dn’u 


Da aber dnc’#en’u — enc' a dn’ u — A” (sne’a — sn’w) gefunden wird. so ist 


| 




















u dnca#en’u du en’u Au 
Oy = = r 
. sn’«‘ sn’ 
snca enca\ 1— —— ) sn asnca|\ 1— 
snc’a snc’« 
oder 
nr K, ex [ Ki en?’u ou 
(1.) S(K,a— K)—- SS K-wa—K) = 
Ä sn’u 
sn «a snca( (1 2 
snc’« 


Führt man dieses Integral auf die drei früheren da vierter Classe zu- 
rück. so erhält man 


s en’u ou dna snc«a 

5 —— — — u Dle.a = :u-'&lu,a) 

U f | sn’ u Ina - Du, a) sna | Clu,a, 
sn asne al 1— 











snc’«a/ 
7 er 


— u; Su, a). 


SNASNC« 





Benutzt man die Reihe 

u — amu- d,k’i' amu) --0,kti(amu)+d,ki(amu)—..-, 
so lälst sich auch die Reihe für 'E\w,«) zur Anwendung bringen, weil in ihr 
dieselben numerischen Coöffieienten d,. d,, d;,. ... vorkommen. 


ca dnca 


Da nun aber — Inceadnca.u — Br, tnc’a ist, so erhalten 








wir sofort die Reihe 














2 
oa: =, - = WW en’u ou 
(3.) S(kK,aa— K)— SS K-wa—K inf nme 
sn «a snca(1— 3 ) 
snc’a4 
Inu dnca | 2. 2 
yam u (inc’a — ©,)-+ 0, A”4! (am u) (tnc’a — 6, 








Iinca 


2 EAN; . 3 _ 
Be am u) (ine’a — 9,)+ dk’ (amu)(inda—09,)+:.- +}. 
1 


—1 ist. 





t 1 0 
in welcher wieder P= oc, und 0,= 


snc’a dnc «a 
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Das rte Glied der von Klammern umschlossenen Reihe hat Inc’« — 9, 


C} - . k” 2) [ 4 
zum Factor, und da beim Wachsen von 7 ins Unendliche, jr en’ a die Grenze 
ı 











4 ; Be, en?«a m; en? a(1—k”sn’ a) 
von ©, ist. so ist tn®a— — en’u = —— — —cen 4a —= 
u p ’ nme k'? k'"sn’«a k'? k'”"sn?a 
2 2 
en’adn’«a ’ 1 . . 
— —r— — dn’atine’ a — — „——; also ist die Grenze des HFactors 
k'"sn’a tn’adnc’«a 


r 


tnc?a — O,: 


1 
tn?a dnc?a 





(4) dn’atncea = 


In sehr ungünstigen Fällen, in welchen nemlich tn’a einen zu kleinen 
Werth hat, und also die so eben bestimmte Grenze zu grofs ist, kann man von 
der Anwendung der Reihe (3.) absehen und unmittelbar nach den Formeln (2.) 
selbst rechnen. Solche ungünstige Fälle werden aber selten eintreten, da das 
Integral '"S(K — u, a— K)) schon voraussetzt, dafs die Summe (K— u) (a— K 
<K, also a—u<K, oder auch 

a<u-+äK, 
dafs dagegen «— Ä positiv, also 
a>Kk 
sei. 

Zusatz. Überhaupt sieht man, dafs die Reihe einen negativen Werth 
hat, wenn «>&äK ist, und dafs sie positiv wird, wenn «<-K genommen 
wird. Setzt man K—.au statt a, so ergiebt sich 


S(K, —- u) —'S(K—u,—a) — 'S(K—- ua)—'S(K,a) 














dnca er sna ' 
== U K — =—— U — 
u en’u du 
= + '© (u, K— a) zu z 
sn a snca sn’ 
sn asnca(1— 7") 


t d R 
m Arc Tang( U) er famu(tn? a—6,) )+J, kA (amu)(tn’a— O,) 





+0,k’R°(amu) (tina — O o 9,) + d,k’i’(amu)(tn’a — 9,)- meet, 
1 . . 
wenn P—= .:, und 0, — —_ —1 genommen wird. 


r 


Die Grenze des Factors in’a— ©, ist aber 
1 . 
inc?a dn?’«a 


dncatna — 
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g. 11. 


2. Reihen für die Integrale dritter Classe. 


Die Reihen für die Integrale dritter Classe erhält man leicht aus den 
für die Integrale vierter Classe hergeleitelen, indem man in letztern «a2 statt 
a seizt, da bekanntlich 


Te : ' e Z : 

ce S (u, ai) Gl(u, @i) Du, 

S(u,a) = ———, ÜUua = ——, 'Dauı —= kn. um. 
h N N i ! 





ist. Hiernach erhalten wir sofort für die Integrale 


San ki. acn’adn’asn’u on 
N) u, d) —= - 
— (n’’a sn? 


’ ?sn'asncadu 
C(u,a) = : 


sn’u 











’ "tn’a dn’adn’u ou 
Du,a) - i 
1— dn’’a sn’ 
foloende Reihen: 
(1) (u, «a 


\ 


= arclang (A sn’atn u) — k’sn’a am u — k"sn’a cn’ a dn’a {y,2' (am) 2 
i 2 _ 2. 3 
7, k’ iA am «) % + k'i(amu) 9, -+n,k’irlama)O,-4- ++}, 
(2) Cwu,a) 
L 
arc tang (A’ sn’ a tn w) — k" sn’asnc’ a am uo, -- 0, K’3'(amu) 9, 
E, Bea, u, AED | 
0, k*3’(amu) 9, + d,k°2(amu) O,-+ d,ki*(amu)9,-- . . .\ 
\ J Bi: 3 . J pP 4 \ / pP | 
(3.) Deu, a) 


anf 


‚u ‚ nd sn a 
arctang (k sn atnu)- lamu — 5, tgKh’n (amu) 6, 
I osnda 





‚ 2 “ h 3 2 4 
+ sh’) (amu)P,-+ &k’)’(amu) P,+&,h”)'(amu)&, en 
wenn in diesen drei Reihen 
dn’a | 1 0 ; 
(4) pPP=——=—; 0,= —1 und —&, = 1—Ksnc u 
I dnc’”’a PT Wonca I 











gesetzt wird. Wird u—= K gesetzt, so erhält man für die sogenannten voll- 


ständigen oder bestimmten Integrale die Reihen: 
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5.) 'SCK,a) 


(| 


Dem 


H 


u _ JA 2 3 
151 — k'sn’a — k” sn’ a cn’ a dn’a(n, 9, nk 9,4- 1, h!0,-4 KO, +. .)\. 
(6) CK, a) 
PN ‚ j 0 4 2 3 ’ . u, 
— 4711 — k"sn’a snc'a(9,—+ Od, K’ 2 ‚+0,40, +0 KO, 4). 
(7.) DA,«a 


sn’ a 





0 1 2 3 4 
| 2 | r Ai) | PR \ e 
.(— $, &; k P,+ &) K"$,- &, k‘ », - uk" $, 77x75 


\ | 


| 
Di 

RS 
—— u 

— 


snea 


Die gemeinschaftliche Grenze der Functionen ©, und $,, bei wach- 


sendem Index r, ist 
(8. 1 —.  daa __ (4 1 ) 
pi Kh”sna NN na?’ 
und sie ist desto kleiner, je kleiner der Modul 4 und das Argument « des 


Parameters sind. Obgleich hiernach die Functionen ©, und &,. bei ohne 
Ende wachsendem Index r, immer zunehmen, so bringt es doch ihre sehr 
langsame Bewegung gegen eine feste Grenze hin mit sich, dafs dadurch die 
Convergenz der Reihen wenig leidet und sie so ziemlich als constante Facloren 
betrachtet werden können, die übrigens einen desto kleineren Werth haben. 
je gröfser p ist. Gerade auf dieser Eigenschaft beruht aber auch die Mög- 
lichkeit der Berechnung und Anwendbarkeit der Tafeln für die Werthe OR 
Functionen, da es nicht nölhig sein wird, die constante Differenz von » <0.1 
zu nehmen, wenigstens dann nicht, wenn » schon beträchtlich — 1 ist. 

Zu den Integralen von der dritten Classe gehört auch das Complement 
S(K,K'—-a)—- S K—u,K'—a) des Integrals S(K—u, K'—.a) erster 
Classe, welches — 0 ist für «—0. Bezeichnet man jene Differenz durch y 


so folgt aus der Formel 
dnc’ a sn’ u ou 








8 (ua) — sn’ 
inc’a sne* «(1 u -) 
inc’? 
sofort 
" dn’a snc?’u ou 
1) A snc’ı 
” {i 
tn'’asn'’a (1+- 4 ) 
7 


oder, nach einer leichten Umformung, 


F dn’a en’u Au 
Ü dr - = . 
J tn’ a(d— dn’”’a sn?) 


3d. XLI. Heft ? 





Crelle’s Journal f. d.M. 
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Hiernach haben wir also zunächst: 


PEN . m dn’a en’u ou 
(9). S(K,K'—-a— S(CK—uK'—u) — = f: 





tn’ a (1— dn’’a sn’« 


u 'C i 
= Bu Uu,d!. 
tn’a dn’a ‚ 








% snc’«a n ! N 1 . i 
tn’a dn’«a sn’ «a k'’sn'’a 
die Reihe 
u am a + 0, k’4'(amu) --d,A’i’(amu) --d; k" (am u) - 


nur mil multiplieiren und die Reihe (2.) vom Producte subtrahiren. 
vr x d 


Dadurch erhält man die Reihe 





\ "u Wr, F r „u 
(10) SCK,R'—-a—S(K—uK'—ua — ——— —'Ü(u, a) 
4 Iin’a dn’a 
| f dn’a en’u ou 
tn’ a(1— dn’”’a sn?) 
0 
— arc tang (A sn’a ina)-+ k"sn’asnca Jam (Mon = 0 y 


w | R” \ 1? 1 3 | t 
0), 2'/amu) ( 120 ) +0,k’1’(am leer + () y. 0.0 
cs /\k”sn'”a + ” u 
in welcher wieder 


1 19 
7) —— UN = — 
/ dnc’”’a k'snc'«a 


1 Ä 
ment Op bei wachsendem 


ist. Die Grenze des zweigliedrigen Faclors u 


Index r, ist aber gleich 








(11.) = k’ 1 ) 


sn’a !' Ken’a \ksntasıda 


Übrigens läfst sich das Integral auch nach folgenden Formeln finden: 





; u _ . | “ — dn’a en’u ou 
(12.) S(K, K'— a— S(K—u, K'—.a) —f 2 


tn’a(1— dn’’a sn’ u 








=” dn’a . u.a) 
— tn’a ( 
snc'a 
—= —— 4 — 'Ü(u, a) 
sn’ «a u 
u 





== —'D(u, a). 


sn’a snc’a 
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3. Reihen für die Integrale von der zweiten Ülasse. 


g. 12. 


a. Erste Art von Reihen für die Integrale zweiter Classe. 


Die Integrale zweiter Classe gestalten unmittelbar keine solche Reihen- 
Entwickelungen, wie die Integrale von der vierten und dritten Classe, weil 
für sie p positiv und < 1, also die Funclionen ©, und &, sämmtlich 
imaginär sein würden; wohl aber lassen sie sich auf die Integrale vierter 
Classe zurückführen; und zwar auf zwei verschiedene Arten, indem man 
von den in ($. 134.) der Theorie der Modular-Funclionen und der Modular- 
Integrale zusammengestellten Formeln Gebrauch macht. Benutzen wir zunächst 
die Formeln 





2. | | dna In« Aa > | 
S(u,a) = Ur Tang ( ) G(u,K—a), 


ina dnu 


. \ ' r dna Iin«\ 
Cu, a) = Diw K— a) — Arc Tang( -—), 


ina dna 


haben wir nach ($. 9.) zunächst 


1 
u nn ı 
} k”’sn’a ’ 
(1.) en 
| P dna ’ 
O0 
—Pp, = 1—dna 
zu setzen. Dann ist 
> \ dnainu dna 0 
a ee Re are Tang(— -)+ Arc Tang (-, adn u) I tnma yamı u Or 
w ı q a 2 i . 3 
d,k’3'(amu) O,—+ d,kti’(amu) 9, d,Kk’i’(amu) O9, + --}. 
dnatn u snc«a 0 
G(u, a) = Ar Tang(- -)— Are T zang m —)- am u -b, 
L 1 | „u 
ek) (amu)», + &) kW (am u DB Zn &, kV) (am u)P,- T 25 


Nach ($. 33.) der Theorie der Modular-Functionen ist aber 
I+-dn(a—u). 
1+dn(a+u) 


also lassen sich in Anwendung dieser Formel die beiden ersten Glieder 
7 





Her T In« a dnatnu 
Are Zang (=) — Arc Tang  ——— ) = 
Ina 


tnadn« 
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vereiniven. Die Reihen sind dann 


' er 1+-dn(a—u) , dna 
2) Sa) — lo nt 
’ 1+-dn(a-+u) Ina 





0 i 
mu0,4- 0,44. (amu)O, 


5 2 N \ . 3 N al \ 4 
dk’) (amu) O,-: 0; h’7(amu) 9, +0,K"3*(amu) O,4+ +4, 


1+-dn(a—u) | m 
1+dn(a-+ u) "sna 





Ei 0 u: ı 
(3.) Blu, a) = log | amu — P,-- &K’)'(amu)&, 


- HA" (am) », + E ‚1 (amu) b,-! -&,K®} »*(amu)b, meet 


Aulser diesen beiden Integralen zweiter Classe giebt es noch ein drittes. 
zu eben dieser Ölasse gehörendes Integral, welches sich mit gleicher Einfachheit 
durch eine Reihe läfst; nemlich das Integral: 





4A) DK, K-a)—- DK —wK— u) — / dna du 
0 


in a(1— k’sn?« sn’«) 











dna r 

z. + ©(u,n) 
snc« 

u Cu, a) 

— —_—_ —- Du, a). 


SNAaSNnCca«a 


dna 











Benutzt man den Ausdruck —-u-+&(u,a), so erhält man sofort die Reihe 
Ina \ 
ii 1+d d w- 
D(K, K—a)—D(K—u, K—a) = —log y PERE 4 jama(1-- ©,) 
1 ” L Bu N 4 
d,ki'(amu)(1+09,)+ 0d,k*4 (amu)(1- -0,)+ + ...0,K” 4 (amu)(1+ 9,)} 
) dr r—1 2yr 1 r—1 
€ aber 1+- ) = —— 1.0), = 
Da nun aber 1-- ©, a G, WIR :O,, so ist 
ki )A-20 Mr J, 9, fü 
0,k"2(amu)(1--0, = Br „(amu) GO, für r > 0 


1 r—1 


== Bar 9% ’(amu) © für r >> 0. 










1 


Da ferner 1 -- : ORR 
| dn« 





ist. so ergiebt sich die Reihe 

























10. Gudermunn, über Modular - Integrale. 129 


D(K,K—-a— D(K—u,K— u) 
/I+dn(a—u) , amu ,  dnu 
1+dn(a+u) | Ina | tnasn’u 





0 
— —log] 1714 (am u) ©),) 


a ı z 2 ” 3 
+7. k°7(amu) 9,4 n,k’2 (amu) 9,4 n,k”)*(am u) 9, - 


(5.) {oder auch 
DK, K—- a)— D(K—u K—a) 


A+dn(a—u) , am , A’tncadnca, 


— 


1+dn(a+ «) Fina enc’« 





0 
4 (amu)o, 





—— — log 


2 


ı , } 3 
+2 k’4° (am u) 9,-+-7,k*4° (am u) 9,4 7,k'3*lamu) O,-4 +++}. 


Die gemeinschaftliche Grenze der Functionen 9, und $, in den vorstehenden 
Reihen ist 

















1 k’sn’a hk” | 
6. = — ___ — —_encu. 
Re p—1 dn’a ER 
Setzt man u—=K, so erhält man die Formeln 
dna 0 1 2 5 
\ — 1 f) | 2 = » m Pr A] [7 \ 
S(K, 4) ur tina -zn(0, +J,k 0,+ KO, + Od; ki G, + 2 
TIER, 0) = Ey btskb tb, taub, + - 
( e ( r 4) ne ge > nl— I, Tr & 2, 7) &, C a &; i + 2 
/ , (1 , K’incadnca, 2, a. 0 we 
D \ K, K-a) u 57T Un er enc?a (m G, Tı Mk G,-+ Nn,k* 9, E zu n.h 0, . u? ( . 


Zusatz. Setzt man w==log 5 für O<P, so ist 
P= 1P+0)41(P—0) ud Q= }P+Q)-1(P- 0). 








also 
or P—0 
v — Ur ang (PY) 
oder 
P—0 
Tangy = PIO 
Hieraus folgt 
Bi +(P— 0) 
my 7 P.O) 
- _.4+(P+0) 
m. TR 


1 + dn(a— «) ’ 
1+dn(a-+u) ? 
P= 1-+dnw—u, 0 = 1; dn(a-+u), 


Setzt man nun w==log Iso 

















‘ 
% 
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4(dn (a — u) — dn(a-u)) 


ı (dn(a— w) + dn(a--«)) 


nach ($. 37 


Modular-Inteerale 


Da Terner 


der 


ı(P.O) 


so Ist 


h’snaenasnuı en 





Arc Sin| — 
" (dna-+dnu)y(i—k’sn’asn?w)- 


| 


k’snacenasnuıen«u 








Arc Tang|- —i0g | 


hk"sn’asn’u«-+dnadnu- 


$. 13. 


/weite Art von Reihen für die Integrale 


Nach ($. 134.) der Theorie der Modular- 


Integrale ist auch 














= ZN 9 sna snuN 
SU, d I u, a) )— Are zangı- — ) 
snca sncu 
® sn a sn u 
&(u,u) — Are Tang (2 ) u,«) 
nca sne 7 
N 9 ns sna snu\ ae ; 
D (u, a) Are Lang I © (u, ua) 
I\snca sncu 
Setzen wir daher. wie in ($. 9.). 
| 0 | 
( l. ) ’- y = e (), — (m 
/ k’sne’a I dnca 
so erhalten wir sofort für unsere Integrale die 


Formel 10.) der Theorie 


= Arc Cos| 


sna.snu 
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k’snacenasnuıcenw 





1— k”’sn’a sn’ 


1— k’sn’a sn? “+dnadnu 
1— k’sn’a sn?’ 





der Modular-Functionen und 


dn a7 dnu 
y(l—k?sn?a sn? u) 


1— k’sn’a sn’« + dna dun 
(dn a+dn u) y(l— k’sn’asn’«u)- 





1+dn(a — u) 


I+dn(a+t u) 


von der zweiten Classe. 


Funetionen und der Modular- 


"k’snaenadnasn’u ou 


1— k”sn’a sn’u 





y“ 


= /- 
57 


0 


snasnca en’u du 





1— k?”sn?’a sn? 


tina dna dn’« ou 
1— k”’sn’asn’u 





0 
— $, = 1— dnca; 


drei Reihen: 





In ”. 
rc Tang (U —) — Arc Tang ( 


sn 


S(u,u 


d 





yam u — 54 | 


Ssnc «a 





SNC«@.SNCU 


a u 
& 6” ),(amu).b,— 


) 


i 
&k hama), 


| u. 
hr (amu)b,—...t, 
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A 


k snasnu In« 
(U, 4) = Are Tang( )- Are Tang( ) 


sneasncu Inca 








‚, dnca eo Du 
oe ‚am 0, -- 0, k’A'lamu) ©, 
Aa ae ’ 
\\ 2 2 | \ 3 3 
+ I; kti° (am u) 9, + 0, Ki’ (amu) 9, + -!. 
) snasnu Inu \ 
D(u,a) —= Ar Tang( )— Arc Tang( 
Sncasnc u 
‚ amu , KW’? Ina ina ® 
. nn — /n, 4 \am u) ©), 
Inca en’a 
9 - | n? : 
+nkl (am u) 0, +; ki’ lamu)O,- +}. 


. } dnatna--dnutn« on 
Aus der Formel dn(#4+u) — ı ($. 33.) der Theorie 
öe dnatna--dna ine 
h' 


der Modular-Functionen folgt nun aber, in Beachtung dafs dne(a+w) = Br 
“ l UTU 





leicht die Formel 


k' + dne(a-+ «) dnswtn ) 


In“ 
— Are Zar ( )— Arc T (ent 
05 W+dnc(a— u) PER Ina un dnalna 
und setzt man hierin A —a statt «, so erhält man 


Ba W-+dn(a— 
“ k+dn(a-+ = 














— Arc Tang (7) — Arc Tang( 


sna sn =) 
snc«a sneu 


Durch Anwendung dieser Formel erhält man dann die Reihen: 





PR h' + — 
(2.) E dn(a—ıu) , sna 


i 
S(u,u) — 4- am b, + 6 ki (amu) bb, 
une log] k'+dn(a+») | snca ! \ 


3 


1 &, k* Je ( am u) b, 4+3,K0 >’ am » oi .... 


k'+dn(a— u); dnca ,, 








i 
3. S(u,a) = —log | | nu0, -I, ki (am u) 9, 
( ) Di B) j en) W--dn(a+u) | | inca ! l \ j 
0, k*3’ (am u) G, - 0, k" 3° (am «) 9,4... 
k"+dn(a—u) , amı , K’tnadna, 0 
D(u,a) — 1 - ). (am u) o, 
1% OiMM) 08 k'+dn(a+u) | inca en? « zu. 
2 2 3 
+ m kA (am u) O 2 kt2 (am u) O,-- 7,K’)(amu) OO, +); 


Setzt man P—=K-dn(a— u), Q=K-+dn/a--u), wie am Schlusse des 
vorigen Paragraphen, so ist 
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u ’ k’snacnasnu en« 
ı P—-0\ - ı(dn(a— u) — dn(a-u — i 
2 \ . » (din ( / (au) 1— k’sn’asn’u 
k'’(A— k?sn’a sn’ u)+ dna dn « 
(PO) = K-+4lina—w)-Idn(w tu) — UF am Wr 
. 1— k’sn’a sn’ 
! 
| P.O — ar dnw 
\ y(l— k"sn’a sn’ «) 
also 
s een — 4) is k’snacenasnucenu 
>. log = Bee Sin| — ] 
(9.) F FR +-dn( atu) (kW -+-dnadnu) y(i—k’sn’a sn’«) 








<.„[k(A—k’sn’asn’u)+ dna dnu k’snacnasnuen« 
— Arc &o8 | r — Are Tang | nn —— | 
("’-+-dnadn u) yi—k*sn’asn?«) "LA k’sn’asn’«)+ dnadne 


snasn u 2 
snea sncu 


== Tang( e- —) — Arc Tang( 


4. Reihen für die Integrale erster Classe. 


$. 14. 
a. Erste Art von Reihen für die Integrale erster Classe. 
Selzt man in den Integralen dritter Classe A’—:R — a statt «, indem 
man von den bekannten Formeln 











win II — A we rn, wi LE 
R | k'snc’a \ T ) dnc a 
} A ! . v li 1 1; ”r I ” Pe ® 1} 
en (A T RK = dd ——— —— tn dn RK ih — u) — — ıktna 
ik’ na’ \ 
(Gebrauch macht. so verwandelt sich 
rs a Er k”tin’a dn’a 
k"snacnadna in — m . 
en’’a 
‚» N} 1 
Ak" sn'a snc'a in + — —, 
' sn'asncda” 
In’adn’a wieder in —tn’adn’a, und 
— dn”a in + A’tn”a: 
daher verwandelt sich hierdurch 
— N(u,a) in +N(u,a), 
Y ni i ou r ” 1 r \ 
Cu, a in / — —— —='D(K, K—a)—D(kK—v, Ka). 
/ sa snca(1 +h*in"”a sn’«) a 





Diu,a) in - D{u,a). 





1 du’’a 
k? 





war, 





Da ferner in den Reihen (1.,. 2., 3. $. 11.) pr. u 
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so verwandelt sich » in —tn”a; es wird also » negaliv. Setzen wir daher 
jetzt —p statt p, wodurch sich 


0 N) 2 0 l 2 
0, 9, 9, .. m —0I, — GO, — 6, 
und 
0 1 2 0 l 2 
Dr Dr, Do, in - PB, -— PD, —-— BP: 


verwandeln, so erhalten wir die gesuchten neuen Reihen: 








—+ 


nu ‚, ame I"tn’adn’a BR 0, 
)- — in, ama) 
snea en’ a F 


t 
(1.) S(u,a) = —arc tang ( 


sne'a 
9 4 3 4 | 6373 N 
+ ki (am u) 0, -- 17,k*4’(am u), + 7,k’ A (am) 9), - 


2) "DK, K'—a)—'D(K—u, K'—a) — / on 
(*.) ae i / J/ sn’asnc a (1 + h’tin’asn?«) 
0 


.., 
9 


ou 


























u snc' a dn’a | 
— — — — !(u,a) = —— :u4(l(ua = ——-u+D(u,a 
sn'’a snd a sn’ «u | in’«a | 
in“ | 1 Et 2. W 
zu are tang ( )+ ———— am u 0, -- 0, k’2!(amu) O', 
TON snca sn’ a snc' a vi Ai Ei \ en 
„9 2, \ ” ', Sa B, | 
+ 0,k*7(amu) 9,-+ Od; k’ (am u) 9, d,k"3*(amu) 9, -- + -}, 
3 D tn sn'a |, b' BT \cp' 
(3.) (u, a) arc lang I) am — rar (amu)P, 
| . 4 . IB OR 4 
+ kt). (amu) P,+ 55h’) (amu, b/, + &,k°4*(amu) bl ..-}, 


worin nun 
. l 1 
4.) p = mu 9%, —=1—sma; —P = 7 


ist. Die gemeinschaftliche Grenze der Functionen ©, und &/, beim Wachsen 
des Index r ins Unendliche, ist aber 





= — cn”a; 
woraus erhellet, dafs die Reihe 
0,0... 0 ' 
p9» Yp» Yp9 pyY ++ 4 
zwar immer divergirt,. und die Reihe 
0 B; 2, B. 
en P',, $,; P,, $,; "UEE PD, 


dann divergirt, wenn sn’«(1-+-sn’a) > 1, also sn’a > 4(y(5—1)) ist, dafs 
aber jede solche Divergenz in so hohem Grade retardirt, dafs diese Func- 
Crelle’s Journal f. d.M. Bd. XLI. Heft 2. 1S 
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tionen auf die von den übrigen Factoren herrührende Convergenz einen ganz 
unerheblichen Einflufs haben. 

Setzt man u—= K, so ist die Convergenz in den Reihen am schwäch- 
sten und man findet 


< 41 k’inadna, 2. u 
(2.) S(K,a) = in — 1 -- ——— (1,0, 41, 0! 
| -"Asnca en’’a ah UF p 





2 3, i 
11, k* G,-+N.K" 9, r ie N 
' , d \ | | 2m 2, 
(6.) D Äh, B' d) — arı 1 u ee ya er o, - -0,k° 0,0, 0), 


' sn’asnda ‘ 
l \ N +, ) 4 j 
HR HHROL N), 


sn'a | ... 
1 + (— b\ +.K b) -- & kb, 


sne'a 


(7.) D’K,u) = 


ymm 
— 
— 
nn 


B.. ı 
& kb’, -+ kb, -- -- If: 
S. 15. 


b. Zweite Art von Reihen für die Integrale erster Classe. 
Setzen wir in den Reihen ($. 12.) jetzt a2 statt «, so wird p wieder 
negativ; setzt man daher gleichzeitig —p slalt p, also 
| 0 0 | 


R ı— ——— — tnc’a; 0, = 1—snca; —P — —1. 
(1.) / k’tin”a P z P snc’ a | 





so erhalten wir die Reihen: 





‘ y 1 e ı ’ abi 3 
(3.) B,0) = —y 4 — /amu 6) 0), k°1'(amu) 0, —- d,k*3(amu) O), 
sn’ «a snc' «a | FT es „5, 
4 

O0, k’2 (am) 6, -0,k”)* (am u) K% Led, 

. ' ‚ snca 0 a u % 
GB) Cua= w+ —1amu— b, Kl (amu)P,- & A’ (am u)cb’ 

 sma | | 


S54/ 


(am) dB une 


I» 
(4) "DK, K'-a)—-'D{K-u,K' —a) — f- ou 


sn’ a sne' a(1 + k’tin’’a sn?«) 


3 
& kV)’ (amu)$,-+ 8, k°ı 





0 


(2 y R 
= z ; — Ss (u, d) 
SI «SncC a 





snc’a 





Y \ 

-C(u, a) 

sn'a (u, a) 

u D(u, a) 

in’a a; 
am“ dn’a . \ S, I 9, 2 
uw - — 1 — In, X (ame) In. (amu) Od 
sna | nasnta {7 \ PUT WTB ı-p 


n 3 
7,k’ 4) (amu) O),-- .-- 


2 
„473 / „y 
7 k*4’(amu) O,- 
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Der den Reihen an der Spitze stehende Arcus ist nun ein eyelischer, nemlich 


is dnc’asnwen« 
vw == arcsin ee BE 
inc’ a(1— sne’ a dn u)y(l + h’tn”asnu) 4° 








1— enc’”’a en’ «+ sne' a dn« 








— Arc cos 





sne’ at 1— sne’ a dn u)y(l + k’tn’”a sn’ «)- 





ene' a dne’asnu en ] 
© er B >, 
1— enc’”’a en’«+sncdadnuJ' 


a ( 1 in u a ( In ) 
Pat un ec tane — —— + ——— ) — arclaneı e 
u >\sn'asnca dn« u 


= art tang | 








r 


Die gemeinschaftliche Grenze der Functionen ©, und &), ist jetzt enc” a. 
5 | / 


$. 16. 


ce. Dritte Art ven Reihen für die Integrale von der ersten Classe. 


Setzen wir auch in den Reihen ($. 13.) «2 statt @, so wird 








1 0 1 0 
1. )ı — —_—: GG = — 1 —9 = 1I1-kKsnda, 
1.) / dnc'’a ’ P k'sne' a 
und die Reihen sind 
s & ‚ sna, 0 ., En. ua 2 
(2) S(ua = 9-+ ar amu—P,-+ &,k) (amu)P,- &k’i (am u)», 
Ä sne'e | / 
3 
+8,K(amu)P,— --.t, 
" a Di; .ı „Ze hu. er 2 
3.) Ciu,a) = —g-- k"sn’asnca (amu.0,--0,k)'amu) 0,-+-0d,k*1°(am u),O, 
3 
| > 2643/ w. | 
+Krlamu)O, 4 +}. 
0 
ER I yt ! Ab ' RE | ! . SE \fe 
(4) Diu,a) = —y-+k'sn’aamu-+k”sn’a en a dn’a/n,i'(amu)O, 
1 2 
+ n,k’4(amu) 9, 1; k’i(amu) 9, +! 


Der an der Spitze der drei Reihen stehende eyclische Arcus ist 





dnc’asnuenw | 
tnc’ a(dna+k'sne' a) y(l+hinasn’u)4’ 
k' snc' a(1 + k?’tn’”a sn’u)-+dn« ] 
(dna+k'sne'a)y(1+k*tin””asn’u) 4? 
dnc’ «a sn u en ] 
tinc'a h'snc'a(l + K*tn'’a sn’«)+dnu 4 


pP = arc sin | 





= arc cos | 





— Arc tang | 





sn'a snu ) 
snce’a sncu 
18 * 


— arctang (A'sn’atnwu) — arc tang( 
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Aus den mitgetheilten Reihen lassen sich andere herleiten, welche nach 
Functionen von A’am (ku, r) oder #' (117 — ame) fortschreiten. Da ihre Her- 
ı 


leitung sehr einfach ist, so überlassen wir sie füglich dem kundigen Leser. 
Benutzen kann man auch zur Vermehrung der Convergenz der Reihen 

bei den Integralen vierter Classe die Formeln 

Diua) = "CK—u, K—a)—'E(K,K-—a), 

Cl(u,a) = DK—u,k-—-ua)—'D (K, K—.au): 
bei den Integralen dritter Classe die Formeln 

'S(ua) = Ü(K,K'—a)— C(K—-u,K'-—a). 

Cwu,a) = DK, K'—a)—-D(K—u,K' — au): 


bei den Integralen zweiter Classe die Formeln 


S(ua) = ECK, K—-a)— C(K-u,K-—.au), 
G(ua) = S(kK,kK—-a— S(K—-u,K-—.u); 


und bei denen erster Classe die Formeln 
C(u,a) = 'S(K,R'— a) —'S(K—-u,K'—.au). 
D(u,a) = 'C(K, K' —a)—'C(K-—u,K'’—.a). 
Münster, im September 1850. 














ni. 
Einige BReihensummirungen, vermittelt durch die 
bestimmten Integrale / e”“cosbr.de und S[ e"sinbr.de. 


) 
(Von dem Herrn Dr. Dienger zu Sinsheim bei Heidelberg.) 





8. 1. 


Bekanntlich ist für >00 und für ein reelles 5b: 


Ps 
RN a 
/ e*cosbxz.de = ——, 
a+b 




















1.) pi b 
/ e"sindr.de = ——- 
a’—+b 
0 
Desgleichen ist: 
2) sin 4.r [sin x — sin 2x -—- sin 3e — + + sinne] = sin4(n-1)w.sinin, 
sin 4x [cosz + cos2x —- cos3r + + + cosne] = cost{n- 1)x.sin na. 
Nun ist 
ıL , Rn 
f e"sınre.sınmr.oX 
/ 
| 0 
“I Dr 2 ; 2 - 
— | / _ Al cos (m—r)w. 00 — f e”" cos(m -r)w.de| 
0 o 
Br. ‚( a a ) Bo 2amr 
#2 \a?’+(m—r)? a +(m+r”?/ [a +(m—r)’|[a+(m-+r)*] ’ 
(3.) ıL g . 
/ ee“ sinmr.cosrx.dx 
0 
3 m . . « . y . « 
— 14 / ee“ sin(m-+-r) ».ö0— ee" sin(r —m)2.0X 
L. j 
0 0 
are m+r Be r—m | = m(a° tm r) 
"La +(m+r)’ a” +(m—r)? |’ +(m-r)?][a®+(m—r)?| 





— (1X 


Multiplieirt man die erste Gleichung (2.) mit e”““ und integrirt von O bis &, 


so erhält man, zufolge der Formeln (3.), nach einigen leichten Reductionen: 

















1 Ä 2 | 3 
(6) [44°+-1?][4a+3°] 7 (4a°-+3°)(4a°+5°) | (da?+5°) (4a? +7°) 
Ä u. An+1)n 
Ta + N] + an +1)?] 7 [4a’+1][4a’+(2n +1)°] 


Eine solche Gleichung drückt aber bekanntlich nichts weiter als eine Iden- 
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tität aus; sie wird demnach durch jeden Werth von a erfüllt: vorausgesetzt. 
dafs dadurch nicht irgend einer der Nenner sich auf O reducire. Setzt man also 
ai statt a in die Gleichung (4.), so mufs sie ebenfalls noch bestehen. Dies giebt 


























‚ | ri  _ n 3 
(2.) ( 1a? —1 2) (40° 3°) | (4a? — 3°) (4a” — 5°) | (4a® — 5°) (4a*— 7°) + ... 
| n as FE 3(n-+1)n 
da’— (Zn —1)’ [da — (Zn +1] ° — (da’—1)(da?— (2m +1)*) 
Desgleichen folgt für «=: 
am 5 | n AUn+1)n 
mr —_ a ar uni "ee ee. 
(6.) jege T gegen TO TRn TE? — nt) 
Für «==1 zieht man aus (9.): 
ai 2 3 1 n 
(«.) ar m | 9357 ( Fırsy ee a i 
1.35.77 32.259 73.7.9. (2r — 3) (2n —1)(?2n +1) (2n +3) 
Beer: (n+1)n 





5° 62 —1)(n +1) 
Läfst man in den Formeln (4. und 5.) n gröfser und gröfser werden, so 


ergiebt sich: 






































1 | 2 3 
hs a 
(S.) (4a’+1)(4a* +3”) ' (4a’+3’)(da? +5’) | (4a?+5°)(4u?+7°) 
1 
RER USER. 
.ininf. = 1 IT ° 
2 ‘ 
N) a tetngmt- 
(da’—1) (4da’— 3°) ' (da”— 3°) (da? — 5°) ! (da — 5°)(4a?— 7?) | 
A 1 
an al Fi, man 2 2 5 
| . in inf. — ac 
Für «=0 folgt aus (8.): 
10. Be 3 |; ininf. — ı 
m) rear sent 
Für «=1 folgt aus (9.): 
11 ER Be u: 
(11) 1357 13570 Tr 57BOTr nf. = 
Desgleichen erhält man aus (9.) für «—=1 
12. | n En . &. f. EEE 
(0) FETT EREMT TTI DT T Fogg nem 


Verfährt man auf gleiche Weise mit der zweiten Gleichung (2.). 
erhält man aus ihr: 








13.) er. u .— ) 2 (a? — 2?) +2 + S(a—3’)+2 N 
(39. (4a \(da?+3°) 7 a +3?°)(4a°+5? (4a? + 5°) (4a* + 7°) 
S(a’—n?)+2 2n (da’— ?n —1) 


._—— 








grrmz (Zn —1)?][4a’+(2n+1)?] —  (4a?+1) (4a? +(2n-+1)?) 
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Hieraus folgt, wenn man a? statt a selzt: 


S(a’ +2) 2 | 
£ 





8(a”+1°)—2 
(14.) (4a? —1?)(44?— 3°) Im 3?) (da — 5°) 


r\ S(a’+n?)— 2 __. .... 2nlda’+?2n +1) 
4a’ — (?r —1)?]|4a’— (2m +1)] (4a —1) [4a — (2 +1)*] 


Läfst man r bis ins Unendliche zunehmen, so erhält man aus den beiden 











letzten Formeln 

















S(a—1”)+2 ” 8(a’—?2’) +2 1 8(a’— 3°) +2 te 
(44°+1°)(4a°+3°) | (4a’+13°)(da’+5°) | (da 15% (4a 17) | 
23 1 
(15) da’—+1 
8(a+1°)—2  _ 8a +2°)—2 | (a +3°7)—2 | inf 
da’ 14a’ 35 1 de —3)4a 55T HATT 
e. 1 
\ u ee 


Es lassen sich specielle Reihen aus diesen letztern ziehen; was ähn- 
liche interessante Resultate wie oben giebt. 


$. 2. 


Allgemeiner als in ($. 1.) ist 
sinne [sine + sin(2r -1)2 + sin (Ar +1) - + - + sin(2nr--1)] 
— sin(ar+-1)e.sin(n-A)rr, 
sinrw|cos«-- cos(2r-- 1) --cos(Ar—1)x- + — cos(2nr--1)r] 
— cos(nr -1)e.sin(n--1I)rr. 
Behandelt man diese Formeln, in welchen 7 irgend eine (reelle oder imaginäre) 
Gröfse sein kann, wie die analogen in ($. 1.) und setzt speciell r als reell 
voraus. so erhält man: 
(1.) Ir 2 en * 2 a 
[6a FF] Fon Terre TeFEF 
Le 4 | u a | a (ar +1)(n +1) i 
| [a + Zur —r +1 ][@ + nr rt] ee, +(r—1)][e + (@ur Hr +1)?]' 
Bi a’—+r? . Ä a +r”— (2r +1)? I ae 3 un 
[a Fe Te FoFD] I FAT Fort] Te For FO Te Fort 
Ä a+r’—(?nr +1) fe +m+1)’r° U. 
































Li TR le TErT r+1)’] ° le +@—N’][e’+ Zur +r u 


Setzt man hier wieder «a? statt a, so ergiebt sich 
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1 & 2r+1 




















(3.) fe —(r —1)’][a? —(r+1)'] ' [e— (-+1)?][a®— (3r +1)?] 
ie ed u enr + (er -+1)(n+1) 
| le — (?nr —r +1] — ur Fr t1)]) - Ta? — (r—1)’][@« — (nr +r+1)’] 
Bat, ae BERNER... =. 2... ACER 
|a’— (r —1)’ || a” — Ah la’— (r +1)’ [a —( (3r+1)’]| | 
a +(2nr +1)? — (a+(nr +1)’ — RD 











fa? Due, erre +1)?][e? = ne), JE le —(r—1)’][@ — (nr tr +1)? 


Läfst man rn unendlich grofs werden, so folgt hieraus: 


























1 | er +1 ' En 
le +@—1) fa Hr +t)] Te te Ne tar ti] In inf. 
Br 1 
4r|a®+(r—1)’] ’ 
1 | 2r +1 | un 
|e® —(r—1)’][e® — (r+1)°] # L«’—(r+1)?][a’—(3r+1)?] or ininf. 
BE 1 
‚ —— —  4rfa—(r—1)*]? 
(9.) u. a | 
a +17 —1' a +r"—(2r +1)? | BT. ı 
(@ Fee + Fn] Fe HT m tmind, 
vr—1 





2r [a +(r—1)?] ’ 
-+1?—r? | a +(2r 4+1)’—ır? 
Fa Teen "Heer nr 
| MT: r—1 
2r (a — (r—1)?) 








+ ininf. 





Selzi man in diesen Formeln r— 4, so erhält man die Formeln von 
($. 1.). Specielle Formeln, als Beispiele, sind folgende: 



































l | 3 5 | in inf 3 
on 1 ar nn + + in inf. = + —— 
aka +2) ' (a+2")(a +4’) ! (a?+4°)(a’+6°) | Ä 4a? 
L. m® 3 | > | N i . f — 1 
PN aa —2) I (Pa —4:) | (La — 6) T A ee = 
). 
( re ' a — 4.6 | a — 6.8 | ie 1 
(a +2) +4) ' (a +I)(a+6°) | (a? +6°)(a 48°) | a t+4° 
+-2.4 | a +4.6 a’+6.8 | az 1 
gr + = 3 _T— = - 1 000 I IE, ns 
(a — 2a 4°) | (a —I)(a—6°) ! (a —6’)(a—8°) | a’—4 


Auch weitere Ableitungen ergeben sich aus den allgemeinen Formeln leicht. 
Sinsheim. im Januar 1847. 








in EEE BR 0 EHER 
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12. 
Tabelle der reducirten positiven ternären quadrati- 
schen Formen, nebst den Resultaten neuer For- 
schungen über diese Kormen, ın besonderer Rück- 
sicht auf ihre tabellarische Berechnung. 


(Von Herrn Dr. G@. Eisenstein, Docent an der Universität zu Berlin. ) 





Erste Abhtheilung. 


Resultate neuer Forschungen über die reducirten positiven ternären 
Formen, in besonderer Rücksicht auf die Berechnung 
und Controlirung der Tabelle dieser Formen. 


$. 1. 


Entstehung und Einrichtung der Tabelle. 


Nachdem mir durch wiederholte Anstrengungen die Lösung zweier 
Haupt-Aufgaben über ternäre positive quadralische Formen gelungen war, und 
ich hierdurch eine doppelte Reihe von neuen Sätzen über diese Formen ge- 
wonnen halte, erschien es mir wünschenswerlh, sowohl zur numerischen 
Prüfung dieser Sätze, als auch zu Gunsten neuer Forschungen, eine Tabelle der 
veducirten lernären Formen von gröfserem Umfange und gröfserer Mannigfal- 
tigkeit zu besitzen, als die, welche Seeber am Schlusse seines diesen Gegenstand 
betreffenden Werkes construirt hat; denn die letztere erstreckt sich, trotz ihres 
scheinbar bedeutenden Umfanges, wenn man sich der von G@uufs eingeführten 
Nomenclatur bedient, wie hier stets geschehen wird, und wenn man allein auf 
die hauptsächlich wichtigen esgentlich primitiven Formen Rücksicht nimmt, nur 
bis zur Determinante —25. Dies genügte schon nicht für meinen nächsten 
Zweck, da die erwähnten Sätze eine sehr mannigfaltige Gestalt annehmen, je 
nachdem die Determinante durch eine oder mehrere Primzahlen theilbar ist, 
quadratische Theiler enthält oder nicht, ungerade oder gerade ist, und im letz- 
teren Falle durch niedere oder hohe Potenzen von 2 aufgeht u. s. w. Der 
Erfüllung meines Wunsches stand indessen die grofse Länge und Complication 
der zu unternehmenden Rechnung entgegen, und ich hätte, hierdurch abge- 
schreckt und ohnedies mit andern rein Iheorelischen Forschungen beschäftigt, 
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meine Absicht, die Seeber'sche Tabelle wenigstens bis zur Determinante — 100 
fortzusetzen, aufgeben müssen, wäre es mir nicht durch die theilnehmende und 
wohlwollende Unterstützung der Akademie der Wiss. zu Berlin möglich gemacht 
worden, mir die nölhigen Rechenkräfte zu verschaffen, mit deren Hülfe ich im 
Stande war, diese Arbeit, ohne gänzliche Vernachlässigung meiner übrigen ma- 
Ihematischen Untersuchungen, zu Ende zu führen. 

Die in der zweiten Abtheilung folgende Tabelle, welche ich, zum Un- 
terschiede einiger hier im Texte selbst vorkommenden Tafeln, die gröfsere 
Tabelle nennen will. enthält die von Seeber definirten reducirten Formen nach 
ihren Determinanten —D, von —1 bis —100, und nach der Gröfse ihrer 
Coöfficienten geordnet; und zwar constituiren dieselben für jede Determinante, 
nach dem von Seeber aufgestellten Salze, dessen Beweis neuerdings von 
Dirichlet *) ungemein vereinfacht worden ist, ein vollständiges System nicht- 
äquivalenter, und die zur Determinante gehörenden Classen repräsentirender 
Formen. Die äufsere Einrichtung der Tabelle ist so einfach, dafs sie kaum 
einer besonderen Auseinandersetzung bedarf; in der ersten Vertical- Columne 
befinden sich die Werthe von 2, dahinter die Anzahl der zugehörigen Formen; 


! " 
sodann folgen die Formen selbst, und es bedeutet (7 gr jr) jedesmal die Form 
B] P] 


) 


ac + ay’+ az’ --2byz-42b'rz --2b"ry. In die Tabelle sind nur die pr:- 
mitiven Formen aufgenommen, für welche a, a’, a”, b, b’, b" keinen ge- 
meinschaftlichen Theiler haben, da die nicht primitiven, nach Wegnahme des 
eröfsten gemeinschaftlichen Theilers, sich schon bei früheren Determinanten 
vorfinden und unnöthiger Weise den Umfang der Tabelle vergrölsern würden, 
ohne wirklichen Nutzen zu gewähren. Ferner habe ich die Tabelle in zwei 
Theile getheilt; der erste enthält die eigentlich primitiven Formen, für welche 
auch a, «a, a”, 2b, 2b’, 25" keinen gemeinschaftlichen Theiler darbieten, 
der zweite die uneigentlich primitiven, für welche a, «', a” alle drei gerade 
Zahlen sind. Unter jeder einzelnen Form befindet sich der Werth von d, 
welcher die der Form zugehörige Transformations- Anzahl angiebt, von wel- 
cher bald die Rede sein wird. 

Diese gröfsere Tabelle ist auf doppelte Weise, nach zwei ganz ver- 
schiedenen Methoden, theils unter meiner Leitung, theils von mir selbst be- 
rechnet und sodann einer dreifachen Controle unterworfen worden, so dafs ich 
olaube mich für ihre Richtigkeit verbürgen zu können. Übrigens wird man aus 


*) Gegenw. Journal Band 40 Seite 209 ff. 
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Nachstehendem ersehen, wie jeder etwa vorkommende Fehler aus dem blofsen 


Anblick der Formen beim Gebrauche sogleich erkannt werden kann. Die 
Methoden haben sich im Laufe der Rechnung selbst dergestalt vereinfacht, dafs 
ich glaube, es werde nicht meine Kräfte übersteigen, die Tabelle später in 
Mufsestunden mit einiger Unterstützung weiler fortzuführen. 
$. 2. 
Erste Methode der Berechnung. 

Die erste Methode ist die sich zunächst darbietende. von Seeber vor- 
geschriebene, in vielen Stücken bedeutend vereinfacht, nach welcher für jede 
einzelne Determinante von —1 bis —100 diejenigen Formen ermittelt wur- 
den. welche den characteristischen Ungleichheitsbedingungen der redueirten 
Formen Genüge leisten. Es würde überflüssig sein, in näheres Detail ein- 
zugehen, zumal da diese Methode, als zu complicirt, sich für die tabellarische 
Fortführung unbrauchbar erweist und nur für die Untersuchung einzelner De- 
terminanten Werth behalten wird. Ich hebe daher, mit Übergehung des schon 
von Seeber Bemerkten, nur einige wesentliche Verbesserungen hervor. Es 
ergab sich namentlich eine unerwartete Vereinfachung des Begriffs der redu- 
cirten Formen selbst, indem diejenigen Ungleichheitsbedingungen, welche bei 
Seeber auf den zweiten Grad steigen, auf lineare zurückgeführt werden kön- 
nen; man hat hierdurch den grofsen Vortheil, der mühsamen Bildung der bei 
Seeber in vielen Fällen nothwendigen zugeordneten Formen überhoben zu sein, 
und kann aus dem blofsen Anblick der Coefficienten einer Form unmittelbar 
beurtheilen, ob sie reducirt ist, oder nicht. Mit dieser Vereinfachung stellt 
sich die Definition der reducirten Formen in folgender Weise, wobei sich von 
selbst versteht, dafs «, «, a” immer positive Werthe haben müssen: 
Es giebt zwei Arten von reducirten Formen: 


u, N 


I. Formen wie (17 Ah 
Hauptbedingungen: 


" 
„); in denen b, b', d" alle drei positiv sind. 


az a —.d; 


N 
u 
— 


2b<za, 2b’ Sa, 20"<Sau. 


Nebenbedingungen: 
Wenn a =du, so muls 5b =, wenn «a —= a", so mufs db’ — b" sein, 
wenn 25 = «a, so muls 5’<2b' sein, 
- 2!!’=u, - - W"<b - 


— 
— 


era re a Sl 











144 12. Eisenstein, uber redueirte positive ternäre quadratische Formen. 


> a a ur ie 
II. Formen wie en, in denen 5, Ö’, 5’ Null oder positiv sind. 
3 9 


Hauptbedingungen: 
a<— a —a; 
ba, 2b Za, 2" Zu; 2b HEN) <artl. 
Nebenbedingungen: 


Wenn a =a', so muls 5 = b', wenn “= «a, muls b' — b" sein; 
wenn 25 —a, so mufls 54’ — 0 sein, Typus Lt. 8). 
U, rt ee). 
- 28’=a, - - d=0 - ,Typw (7 31); 


wenn endlich 2(&+640") = a+a' ist, so mus a <= 2b -b", d.h. 
b" —(a—2b') sein. Diese Bedingungen, deren Umfang mit t dem der Seeber- 
schen, wie streng nachgewiesen werden kann, vollkommen übereinstimmt *), 
sind offenbar von solcher Art, dafs die Frage nach ihrem Stattfinden bei jeder 
vorliegenden Form nach blofser aufmerksamer Ansicht derselben ohne weitere 
Rechnung unmittelbar mit Ja oder Nein beantwortet werden kann. 

Eine fernere Vereinfachung besteht darin, dafs man für die kleinsten 
Werthe des ersten Coöfficienten «a die sämmtlichen zu einer gegebenen De- 
terminantle — D gehörigen reducirten Formen mit einem solchen ersten Coef- 
ficienten a prior? angeben kann. In der That sind alle reducirten Formen, für 


welche «=1 ist. in dem Schema ( ; enthalten, wo für (U, B, €) 


nach und nach alle reducirten benären positiven Formen **) mit der Determi- 
nante — D) und nicht negalivem mittleren Coeffiecienten B gesetzt werden müssen; 
z.B. für D=7 sind diese Formen (1, 0, 7) und (2, 1, 4), aus denen sich 


die ternären Formen # . a und Bu ableiten lassen. — Für „= 2 
„rn , b) 





hat man die vier Arten von ternären Formen 


A. 8 


( 2, 4-1), erD) ( 2, 3, 1) 
3(d-+H1), 1, 1 i —42, 0, 07° 
in welchen (4,8, &) alle binären redueirten positiven Formen mit der Deter- 


minantie —2D bedeuten, deren erster Coöfficient A >2 ist (so dafs A\—=1, 2 


9’ 





*) so dafs die Seeberschen eine Folge der hier gegebenen sind; und umgekehrt. 
**), d. h. diejenigen, in denen 2B =, E =, A und E posiliv sind. 
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auszuschliefsen und erst mit Y = 3 anzufangen ist), und deren mittlerer Coef- 
ficient ® nicht negativ ist; und zwar ist derjenige Typus ternärer Formen 
zu wählen, dessen Coöfficienten ganze Werthe erhalten, indem jeder binären 
Form (U, 8, ©) eine ternäre entspricht, und diese ist die erste der vier 
obigen, wenn A ungerade, B gerade, & gerade, die zweite, wenn A gerade. 
Ö gerade, G ungerade, die dritte, wenn 4, B, G alle drei ungerade, die 
vierte, wenn WU, B, G alle drei gerade sind; im letzteren Falle, welcher nur 
Statt findet, wenn D gerade ist, stellt (4A, 43, 16) alle redueirten Formen mit 
der Determinante — 4D) vor, und es mufs in diesem Falle noch für Y—4 der 
Werth 8=2 ausgeschlossen und nur der Werth 3 = 0 beibehalten werden. 
denn die binäre Form (4,2, @), in welcher & gerade ist, würde die ternäre 


2,2,36 
=, 0, 0 


b=.b'; übrigens ist dies neben der Beschränkung A > 2 der einzige für « — 2 
Statt findende Ausnahmefall. Um also alle ternären Formen mit «—=2 für die 


) ergeben, welche necht redueirt ist, weil «= «a'—2, aber nicht 


Determinante —D zu erhalten, schreibe man in erster Zeile sämmtliche reducirten 
binären Formen (A, 3, &) mit der Determinante —2D und nicht negativem 9; 
mit Übergehung derjenigen, in welchen = 1, oder \—=2, und, wenn es Statt 
finden sollte, auch derjenigen, in welcher gleichzeitig A — 4, B—=2 und C gerade 
ist, schreibe man unler die übrigen in zweiter Zeile neue binäre Formen («', b, «"), 





welche aus jenen hervorgehen, wenn man von jedem Coöfficienten die Hälfte, 
oder, sollte er ungerade sein, die Hälfte der folgenden um 1 gröfseren Zahl nimmt: 
die noch fehlenden Coeffieienten 5’ und 5” so wie das Vorzeichen von b werden 
aus dem Rest von A und E (mod. 2) entsprechend den vier obigen Typen erkannt. 
Beispiel D— 42: 
Red. bin. F. det. — 84: (1, 0, 84), (2, 0, 42), (3. 0,28). (4, 0,21). (4, 2,22) 
(a, b, a’) =: > x (2.0, 14), (2, 0,11). * 
u =: 0, —1 —1, 0 
Red. bin. F. det. — 84: (5, 1, 17), (6, 0, 14), (7, 0,12), (8, 2,11), (10, 4,10) 
(a, b, a) —=:(3, 1, 9), (3, 0, r), (4, 0, 6), (4, —1, 6), (5; —2, 9) 
u u 0, 0 0, —1 —1,0 0, 0 
Hieraus entspringen die folgenden ternären Formen determinantis — 42: 


0-0» 6-0» (5 (660) 
0,» 3-20)» (260) 


und diese sind die einzigen, deren erster Coöfficient «=2 ist. — Für «=3 
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sind die fünf folgenden Arten von Formen erschöpfend: 


( 3, JAHI), en, ( 3, 44, EN, ( 3, (AH), Kern 


s- „DB, v, un. 48, 1, Ö (DH), 1, y 
( 3, 3), 3(CH) 
ie ): 
und die nur für I=0 (mod. 3) Statt findenden (2 2 > Hier bedeutet 


(A. 9, ©) alle redueirten positiven binären Formen mit der Determinante — 3D, 
in denen ® nicht negativ und A>>7, d. h. mindestens —=8 ist; jeder der- 
selben entspricht eine ternäre, deren Art sich aus dem Verhalten von WA, B, 
& (mod. 3) bestimmt. Ausnahmefälle: für die erste Art ist die Combination 
A—S, B—3, für die fünfte Art die Combination A\=9, B=3 zu ver- 
werfen: diejenigen Formen (A, 3, &), in denen A, oder E, oder beide = 

(mod. 3), sind, wie man sieht, ganz zu verwerfen. Diese Regeln sind voll- 
kommen streng und mit Berücksichtigung aller Haupt- und Nebenfälle aus den 
Grundbedingungen der redueirten Formen abgeleitet worden. Da die Tabelle, 
soweit sie von Seeber berechnet worden ist, nämlich bis zur Determinante — 25. 
keine einzige Form enthält, deren erster Coefficient «> 3 ist, so kann dieser 





Theil derselben schon nach den eben gegebenen Vorschriften allein mit grofser 
Leichtigkeit construirt werden. Für grölsere Werlhe von « möchte das ge- 
wöhnliche Verfahren vorzuziehen sein; der Werth «=4 kommt unter den 
eigentlich primiliven Formen zum ersten Male bei der Determinante — 44, unter 
den uneigentlich primitiven bei der Determinante — 36 vor. 

Endlich ist zur Bestimmung oberer Grenzen für die Coöfficienten «a, « 
a" der von Neeber durch Induction aus seiner Tabelle gefundene, durch G@aufs 


zuerst bewiesene Satz benutzt worden, dafs immer au’u”’ — 2D ist. Hieraus 


y i ‚ _//2D ..+ m , f 
2D) daS v(==) und « — —, +» Bis zur Determinante —13 


aa 


folgt « 


— | 
reicht man demnach mit a=1 und a=?2 aus; von D=14 bis D=31 
mufs aufserdem «—=3 versucht werden; von D==32 bis 62 kommt noch 
«4, von 63 bis 107 noch a=5 hinzu. Gröfsere Werthe, als «=5 
können also nicht in der Tabelle angetroffen werden. 





$. 3. 


Zweite Methode der Berechnung. 


Bei der zweiten Methode zur Berechnung der gröfseren Tabelle wur- 
den. ohne Rücksicht auf specielle Werthe der Determinante, überhaupt 
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alle Combinationen der sechs Coeäflicienten aufgestellt, welche den obigen 
characteristischen Ungleichheiten Genüge leisten; für jede dieser Combina- 
tionen wurde der Werth von 


D = aaa + 2660" — ab’ — ab" — ab" 


berechnet; diejenigen Combinationen, für welche sich D > 100 ergab, wurden 
verworfen, die übrigen am passenden Orte in der Tabelle eingetragen. Bei 
der wirklichen Aufstellung gewährte der Umstand wesentliche Erleichterung. 
dafs die Werthe der Determinanle eine aröfhmetische Progression bilden, wenn 
einer der drei obern Coöffieienten «, a’ oder a” bei unveränderten Werthen 
der übrigen fünf Co6fficienten die natürliche Zahlenreihe durchläuft; in der 
That kann man der Gröfse D die folgenden drei linearen Formen geben: 

D— 2b" — ab" —a"b"--a(da"—W) = K-aul, 

D 2b" — ab’ — ab" + a’ (aa — b") K'--aL', 

D = 240" — ab? — ab” — a” (aa —b") = K'-+u'L", 


in denen X und Z nicht von a; K', L’ nicht von «', endlich X”, L” nich! 


von a" abhangen; namentlich ist aa’ — b’” die Differenz der arithmetischen 


| 
| 


Reihe. welche die Determinanten für ein wachsendes a” bilden. Als am 


meisten praclisch erwies sich folgende Einrichtung. Den Werthen «—=1, 2, 
e = 200 

3, 4. 5 wurden nach und nach alle den Bedingungen a <= «a — ! (— ge- 
Luc ErasE d 


nügenden Werthe von « zugesellt, so dafs die folgenden 35 Combinationen 
für a, «' innerhalb der Grenzen der Tabelle zu betrachten waren: 

1.1: 1.2 LE AB EB EL EEE U Ta 5; LE EI u 8; 1, 185 
1,13; 1,14; 2,2; 2,3; 2,4; 2,5; 2,6; 2,7; 2,8; 2,9; 2,10; 

3,3; 3,4; 3,9; 3,6; 3,7; 3,8; 4,4; 4,5; 4,6; 4,7; 5.5; 5, 6. 


Jeder dieser 35 Combinationen entspricht ein besonderer Theil der Arbeit, der 
seinerseits aus der Bildung mehrerer Zeilen besteht, die den für die geltende 
Combination a, a’ möglichen Werthen von db, 5’, 5" entsprechen; letztere sind 
1) alle positiven Combinationen, die den Ungleichheiten b<=.4a', b’ —_ ta, 


b' = 4a genügen, 2) alle nicht positiven Combinationen —b, —b', — PD", 
die diesen und aufserdem der Ungleichheit 4-0 --5" = 4(a--a') genügen, 
wenn man in beiden Fällen diejenigen Combinationen verwirft, welche mit den 
oben angegebenen Nebenbedingungen unverträglich sind. Links am Rande der 
zur Aufnahme der arithmetischen Reihen bestimmten Zeilen wurden die zu- 


sammengehörigen Werthe von 5, b’, 5" geschrieben; oben über den Zeilen 
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und gemeinschaftlich für alle die laufenden Werthe von a” —=a, «+1, 
a2, @--3, ....; sodann war es nöthig, die Determinante für den kleinsten 
Werth von a”, nämlich «’ = a’, also 2bb’b" — ab’ — ab" + a’ (aa! — b""), 
welches die erste Zahl in jeder Zeile ergiebt, und die Differenz der Reihen 
aa — b" zu bestimmen. Nachdem diese beiden Stücke für jede Zeile berechnet 
waren, wurden die verschiedenen arithmetischen Reihen in den respectiven 
Zeilen durch fortgesetzte Addition der gefundenen Differenz so weit gebildet, 
als es für die Grenzen der Tabelle nöthig war, und dies letztere wurde einfach 
dadurch erreicht, dafs man vor der ersten, über 100 liegenden Zahl ab- 
brach. Von den in jeder Zeile die erste Stelle einnehmenden Determinanten war 
noch zu bemerken (da für dieselben «’ = a’ ist), dafs diejenigen unter ihnen 
verworfen werden mufsten, für welche der absolute Werth von db’ den von b" 
übertrifft; alte übrigen Determinanten entsprachen wirklich reducirten Formen, 
die aus dem Ort, den die Determinante einnimmt, sogleich zu erkennen sind; 
mit Übergehung der nicht primitiven Formen wurden die eigentlichen in der 
ersten Tabelle, die uneigentlichen in der zweiten Tabelle unter ihren Deter- 
minanten verzeichnet. Diese Methode ist in gewissem Sinne die umgekehrte 
der ersten. indem nicht zu den Determinanten die Formen, sondern zu den 
Formen die Determinanten bestimmt wurden. Zu grölserer Deutlichkeit lasse 
ich denjenigen Theil der Rechnung, welcher aus der Combination a = 4, 
a — 4 entspringt, mit abdrucken; hier erhalten die untern Coöffiecienten den 
Werth I oder 2, wenn alle drei posiliv sind, und die Werthe 0, —1 oder 
— 2, wenn alle drei nicht positiv sind, im letzteren Falle noch mit der Be- 
schränkung. dafs die Summe ihrer absoluten Werthe _. 4 sein mufs, dafs 
also der absolute Werth von > —b-b'--5b" nur die Werthe 0, 1, 2, 3 
oder 4 haben darf; da «= «a —4, so müssen noch diejenigen Combinationen 
verworfen werden, in welchen der absolute Werth von 5 den von b’ über- 
trifft; wenn endlich einer der drei untern Coefficienten den Werth +2, also 
genau die Hälfte von @ oder «' hat, oder wenn genau — Zb = }(a+a) —4 
war, so mufsten noch die oben angegebenen, leicht zu erkennenden Nebenbe- 
dingungen erfüllt sein; aus letzterem Grunde fielen noch die Combinationen 0, 
—1. —2; 0. —2, —1; 0, —2, —2; —1. —1, —2?; —1, —2, —1 
fort. und es blieben die folgenden. zu denen die Differenz der arithmetischen 
Reihen 16 — 5”, also 16. 15 oder 12, je nachdem #’=0. +1 oder +2, 
und ihre Anfangsglieder 64 -- 2666” — 4(b’-- 6" --0"?), berechnet wurden: 
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sh 4 








4 4 (4) ii 
b b’ V’iDf.i4 56789 
1 l 1 | 15 | 54 69 84 99 
1 1 2)|12|44 56 68 SO 92 
1 2 1|15 | 44* 59 74 89 
1 2 21|12|36 48 60 72 84 96 
2 2 101,15 | 36* 51 66 81 96 
2.2 2112| 32 44 56' 68 80' 92 
0.0°.0)16 | 64° SO 9 
0 0-1 |15!60 75 90 
0.0-—2 | 12 | 48’ 60 7284 96’ 
0 —1 0! 16 | 60* 76 92 
0 —1 —1|15|56 71 86 
0 —2 0116 | 48* 64 S0' 96 

—1 —1 0/16 | 56* 72 88 

—1 —ı —1 | 15 | 50 65 80 95 

—1 — 0 | 16 | 44* 60 76 92 

—2 —?2 0|16 | 32* 48 64’ SO 96’ 








Für die mit einem Stern versehenen Determinanten übertrifft der absolute 
Werth von Ö’ den von 5”, während a’ —= «”, für die mit einem Accent 
versehenen ist die Form nicht primitiv; für alle übrigen sind die entsprechenden 


Formen einzulragen; so giebt die erste Zeile die Formen % 5 ” Ai > 1): 
r) ’ $) p) 


(} 2 en (i r 4 mit den Determinanten resp. — 94, — 69, — 84, — 99; die 
zweite Zeile giebt die Formen (1 , >) i (4 Fi 2}: ( r 4 j r ri 2)» % r 2); 
mit den Determinanten resp. —44, — 56, —68, — 80, — 92, u. s. w. f. 
Dieser und eben so jeder der 35 andern Theile der bisherigen Arbeit behält seine 
Brauchbarkeit, wenn die Grenzen der Tabelle später einmal erweitert werden 
sollen, man hat dann nur die bereits angefangenen arithmetischen Reihen weiter 
fortzusetzen; allerdings treten immer neue Combinationen a, a’, also immer 
neue Theile der Arbeit hinzu, aber für die bereits vorhandenen Combinationen 
ist deshalb keine andere Rechnung als die Fortsetzung der arithmetischen 
Reihen erforderlich, weil die Werthe von 5, b’, b’ nicht von der Gröfse der 
Determinante, und namentlich nicht von der Gröfse des Coöfficienten a”, sondern 
nur von « und «' abhangen. 

Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XLI. Heft 2. 20 
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Durch verschiedene mechanische Hülfsmittel könnte man die ganze Ar- 
beit noch bedeutend erleichtern: der ermüdenden Operation des wiederholten 
Schreibens derselben Zahlen könnte man durch den Druck zu Hülfe kommen. 
indem man sich für jede Combination a, «', db, b', b" bedruckte Blättchen Papier. 


IM h )| 


mit einem offenen Felde zum späteren Hineinschreiben des Werthes von «'” 


wie 2. B. 








in hinreichender Anzahl verschaffte; ferner könnte man einen Kasten in eine 
Reihe von etwa quadratisch angeordneten Fächern eintheilen, welche die Num- 
mern 1, 2, 3, ... bis zu der Grenze der anzufertigenden Tabelle tragen, und 
dann jedes Blältchen nach Ausfüllung der leeren Stelle mit dem Werthe 
von a” in dasjenige Fach legen, dessen Nummer mit der in der arithmetischen 
Progression auftretenden Determinante übereinstimmt; um jede spätere Ver- 
wechslung zu vermeiden, könnte man noch beim Hineinlegen jedes Blättchen 
auf der Rückseite mit seiner Determinante bezeichnen. Nach vollendeter Arbeit 
findet man in jedem Fache die zu dieser Determinante gehörigen reducir- 
ten Formen auf einzelnen Blättchen, welche man dann in passender Ordnung 
hintereinander aufkleben kann. Die Kosten eines solchen Apparates in grö- 
[serem Maafsstabe. so wie eines ähnlichen für die binären Formen. würden 
wie ich glaube nicht bedeutend sein. Jedenfalls ist selbst ohne Hülfe von 
dergleichen mechanischen Vorrichtungen, die zweite Methode der ersten bei 
weitem vorzuziehen. 


$. 4. 


Controle durch Vergleichung beider Methoden und durch Prüfung des Maalses. 





Als erste Controle ergab sich naturgemäfs die Vergleichung der aus 
der zweiten mit den aus der ersten Methode hervorgegangenen Formen; sie 
wurde beim Rangiren der aus der zweiten erhaltenen Formen nach ihren 
Determinanten angestellt; nur ein paar Mal ergab sich eine Differenz, dann 
wurde sorgfältig nachgerechnet, um den Fehler zu entdecken und zu verbessern. 
Durch dieses Miltel war es jedoch nicht möglich zu entscheiden, ob nicht viel- 
leicht trotz aller Sorgfalt dieselbe Form beiden Methoden zugleich entgangen 
wäre. Diesem Mangel wurde durch die zweite und dritte Controle ab- 
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geholfen, welche sich auf die von mir gefundenen, theoretisch bewiesenen 


Sätze gründen. 


Diese Sätze beziehen sich theils auf die Anzahl. theils auf das Maafs 
der zu einer Determinante gehörigen reducirten Formen (Classen). Zur Be- 
nutzung der Sätze erster Art war nur die Abzählung der Formen erforderlich: 
für die Anwendung der auf das Maafls bezüglichen Sätze müssen einige De- 
finitionen und aufserdem die Berechnung der Werthe von Ö (s. $.6.) vor- 
ausgesetzt werden. Für jede posilive ternäre Form exislirt eine gewisse 
endliche Anzahl linearer Substitutionen mit der Systemsdeterminante —1, durch 
welche dieselbe in sich selbst transformirt werden kann; diese Anzahl, welche 
irgend ein Divisor der Zahl 24. aufser 3, sein kann, zeigt zugleich an, wie 
ofi. d. h. durch wie viele Substilutionen jede andere Form derselben Ülasse 
in sich selbst oder in jede äquivalente Form transformirt werden kann. sie 
ist also eine der ganzen Classe zugehörige Zahl, welche eben so wie die De- 
terminante für alle äquivalenten Formen denselben Werth behält. Den reci- 


proken Werth 7 dieser Anzahl nenne ich das Maafs oder die Dichtigkeit der 
Form oder Classe, ein Begriff, dessen Entstehung ich in diesem Journal 


(Band 35 Seite 120) näher motivirt habe. Die Summe aller dieser Brüche 2 


über die zu einer Determinante gehörigen verschiedenen Formen (Ülassen) 
ausgedehnt, bildet das Maals für die Gesammtheit dieser Formen, oder kurz das 
Maafs für diese Determinante, und unterliegt einfachen von mir gefundenen 
(resetzen. Die einfachsten der hierher gehörigen Sätze sind in folgender Tafel 
enthalten; M bedeutet das Maafs für die eigentlich primiliven, M’ das für die 
uneigentlich primitiven Formen; die Determinante wird immer durch — D be- 
zeichnet, und P bedeutet irgend eine positive ungerade Zahl ohne quadrati- 
schen Theiler, also ein Product verschiedener ungerader Primzahlen, welches 
auch =1 sein kann, 4 eine nicht in P aufgehende, von 1 verschiedene 
ungerade Primzahl. Obwohl diese Tafel von Lehrsätzen nicht auf Vollstän- 
digkeit Anspruch machen kann, so ist sie doch für die Controlirung der Tabelle 
der ternären Formen innerhalb der ihr hier gesteckten Grenzen vollkommen 
ausreichend *). 





*) Allgemeinere Sätze findet man a. a. O. im 35. Bande dieses Journals. 






20 * 
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Be | M — M = 
P| „@P-i) 0 
2P | ıP 4 P—1) 
AP 12 .(öP— 2) 34 2 P—-1) 
sp ;p ı (P-1) 
16P ı 11P—4 ı 2aP-—1) 
32P | ıP 3 P—1) 
64P 1(23P 8) @P—1) 
Yru a (2 Bo 2") ur ai 
Yru+l 1 ar 28) (0 
| 24lg+N’—2) 0 
| 2 ıNPı 
:p ı 137 
y 3 0 
2 l4(q-+1) 24 (9 —1) 
2yP| ı4( A pP 4 rnP| 
u ı( q — q ‚pP . — (+1) 
we pam | „pertmn 
EI-2( +1) — (+9 
21 
syPp | id +gP 4 h f uf 
PET 
| HR +—2) „ 
232g sr —1) rl —1) 
In 09 


Hier folgen die Werthe von M und W’, wie sie sich aus der gröfseren Ta- 
belle ergeben, zur Vermeidung von Nennern sämmtlich mit 24 multiplieirt; die 
Zehner der Determinante stehen links am Rande, die Einer oben in der ersten Zeile: 

Tafel der Werthe von 24% für die eigentlich primitiven Formen. 

D ER BRD 2 702 De 7 BE ZB. a BE, 

0I — 1 3 | % 9 91% 18 | 14 
1 15| 21 28:1:25 |. 21 29 | 2535| 3| 36 | 3 
21 46| 4 331) 45 | 54 | 34 | 39 | 61 66 | 57 
1 45 | 61 8s4| 65 | 51 691 801 73] 71 
1 90 |ı 81 63 | 85 | 106 | 110 | 69 | 93 | 116 | 62 
5 90 | 101 | 126 | 105 | 105 | 109 | 126 | 113 | 87 | 117 
) 






































6 1 146 | 121 93 | 158 | 120 | 129 | 99 | 133 | 166 | 137 

7] 105 | 141 | 216 | 145 | 111 | 154 | 186 | 153 | 117 | 157 

Ss | 204 | 138 | 123 | 165 | 206 | 169 | 129 | 173 | 198 | 177 

9 | 150 | 151 | 226 | 185 141 | 189 | 252 | 193 | 168 | 254 
| 


196 
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Diese Zahlen sind gefunden worden, indem mit jedem Werthe von J 
in 24 dividirt und die Summe der Quolienten für die einzelnen Determinanten 
berechnet wurde; z. B. unter der Determinante —13 findet man in dem ersten 


Theil der gröfseren Tabelle folgende Formen mit ihren zugehörigen Trans- 
formations- Anzahlen: 


N 1,13 1,2, 7 2, 2, 9 2, Be A. 
0,0, 0): er 0, 0): (1 1, 1) (_1 4); 
08 04 6 =? 
dividirt man hier mit den Werthen von Ö, nämlich mit 8, 4, 6, 2, der Reihe nach 
in 24, so findet man die Quolienten resp. 3, 6, 4. 12, deren Summe 25 beträgt. 
und diese Zahl 25 steht oben unter der Determinante 13, nämlich an derjenigen 
Stelle, wo die Verticalreihe 3 die Horizontalreihe 1 durchschneidet. Auf dieselbe 
Weise sind die folgenden Zahlen aus dem zweiten Theile der grofsen Tabelle 
gewonnen worden. 
Tafel der Werthe von 24W' für die uneigentlich primitiven Formen. 


DI 0| 21, 4ı|6|8 


wer 
ı15I/I6|4| 2 
9/10 811213 
1414| —- |!ı6 |ı4a 18 
16 | 20 | 21 | 22 | 20 
4\25 | 26 | 24 | 28 
29 | 30 116 132 |33 
34 | 8 | 36 | 37 | 38 
36 1 a0 | aı | 42 | 40 
50145 146 |32| 6 
10134 


Über die Bestimmung der einzelnen Transformations- Anzahlen Ö selbst. 





. Dt U 0 m 

















welche als Elemente dieser Berechnung zu Grunde gelegt werden, siehe $. 6. 

Ziehen wir zunächst aus der ersten Tafel diejenigen Werthe von 2 
mit den zugehörigen von 24M, welche ungerade sind und keinen quadrati- 
schen Theiler enthalten, 

D=-135 71113 15 17 19 21 23 29 31 33 35 37 39 41 45 47 
24M—1 5 913 21 25 29 33 37 41 45 57 61 65 69 73 77 851 55 93 
D- 51 53 5 5% 59 61 65 697 69 71793 70779 85 
24M— 101 105 109 113 117 121 129 133 137 141 145 153 157 165 

D=- 5 97 991 3 9% 9 
24M = 169 173 177 181 185 159 193 
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so bemerkt man, dafs jede Zahl der zweiten Reihe aus der darüber stehen- 
den der ersten Reihe entspringt, wenn man das Doppelte der letzteren um 1 
vermindert; dies bestätigt die Formel N = „y(2P—1) für D=P. Wenn 





man ferner für alle Delerminanten von der Form 2P aus der ersten Tafel 
die Werthe von M, aus der zweiten die von M’ zusammenstellt, indem man 
den ersteren den Nenner 8, den letzteren den Nenner 24 giebi. so erhält 
man folgende Zähler: 
D 2 6 10 14 22 26 30 34 38 42 
mM —= 135 71113 15 17 19 21 
24m —= 0 2 4 610 12 14 16 18 20 
D — 46 58 62 66 70 74 78 82 86 94 
SM —= 23 29 31 33 35 37 39 41 43 47 
24M' — 22 28 30 32 34 36 38 40 42 46; 


und hier ist in der That, wie es nach den Formeln RM = ı4P, M —= „„(P-1) 


\ 





für D=2P der Fall sein mufs, jede Zahl der zweiten Zeile die Hälfte der 
entsprechenden der ersten, und jede der dritten Zeile um Eins kleiner als die 
darüber stehende. Für die Determinanten von der Form D=4P wird die 
entsprechende Zusammenstellung 
D = 4 12 20 25 44 52 60 68 76 84 92 
I2M = 3 13 23 33 53 63 73 83 93 103 113 
24m = 1 5 9 13 21 25 29 33 37 4 45; 
diese Werthe genügen wirklich den Formeln N = 59 P—2), M— „1, (2 P—1). 
Für die ungeraden Quadratzahlen D— 9, 25, 49 erhält man die Werthe resp. 
24m — 14, 34,62, und für die doppelten Zahlen D == 18, 50, 98 die Werthe 
resp. SM — 12, 30, 56, 24M—2, 4, 6. welche ebenfalls mit den ent- 


sprechenden Formeln in Übereinstimmung stehen. — Die Prüfung der weni- 





gen noch übrigen Determinanten nach den obigen Formeln bleibe dem Leser 
überlassen; man wird innerhalb der Grenzen der Tabelle keine Determinante 
linden, welche nicht unter einem der Fälle enthalten wäre, für welche oben 
der allgemeine Ausdruck des Maafses aufgestelit worden ist. 

Diese Art der Controle, so wie die des folgenden Paragraphen, war 
sowohl für mich sehr interessant, da sie die Richtigkeit meiner Sätze fort- 
während bestätigte. als auch deshalb von besonderer practischer Wichtigkeit, 
weil sie zunächst das einzige Mittel an die Hand gab, die Aufmerksamkeit auf 


etwa in der Tabelle fehlende Formen zu lenken. Denn für die einmal auf- 
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gestellten Formen konnte man sich leicht überzeugen: 1) durch blofsen Anblick 
ihrer Coöfficienten, dafs sie wirklich redueirt sind; 2) durch wirkliche aber- 
malige Berechnung ihrer Determinante, dafs sie an richtiger Stelle in der Tabelle 
eingetragen sind; an ihrer Vollzähligkeit blieb jedoch erst dann kein Zweifel 
mehr, wenn das Maafs für die Gesammtheit derselben mit dem durch die 
Theorie gegebenen Werthe übereinstimmte; zu grofs konnte dasselbe nach dem 
eben Bemerkten nicht sein, es handelte sich darum, ob es auch nicht zu klein 
war. in welchem Falle auf die Abwesenheit einer oder mehrerer redueirten 
Formen hingedeutet worden wäre. Zum Überflufs wurde die Vollzähligkeit 
der aufgestellten Formen erwiesen, wenn aulserdem ihre Anzahl mit den 
theoretischen Sätzen über dieselbe in Übereinstimmung befunden wurde. 


$. 5. 
Controle durch die Anzahl der Formen. 

Die Sätze über die Anzahl der zu derselben Determinante gehörigen 
Classen nichtäquivalenter Formen, welche mit der Anzahl der reducirten For- 
men übereinstimmt, waren sehr verborgen und äufserst schwierig aufzufinden. 
Indem ich die Entwicklung der Prineipien, welche mich auf diese und analoge 
Sätze für mehr als 3 Variabeln geführt haben, so wie die weitere Durchführung 
des Gegenstandes einer späteren Gelegenheit vorbehalte, beschränke ich mich 
hier auf die Angabe der allgemeinen Form des Resultates und dessen specieller 
Gestaltung in den einfachsten Fällen. In allen Fällen, die Determinante mag 
zusammengeselzt sein, wie sie wolle, wird die Anzahl der Classen /ernärer 
positiver Formen für die Determinante — D auf die Anzahl der Classen binärer 
Formen für solche negative Determinanten zurückgeführt, deren absolute Werthe 
mit D, 2D oder Theilern dieser beiden Zahlen zusammenfallen. Bezeichnet 
man Kürze halber durch H(D) die Anzahl der nichtäquivalenten (reducirten) 
eigentlich primiliven positiven Zernären Formen für die Determinante — D, 
durch H’(D) die entsprechende Anzahl für die uneigentlich primitliven Formen. 
ferner durch A(D), 4(D) die Anzahl der resp. eigentlich, uneigentlich pri- 
mitiven nichtäquivalenten positiven benären Formen für die Determinante — D, 
so erhält man für die einfachsten Fälle, wenn die Determinante ohne qua- 
dratischen Theiler angenommen wird: 


H(P) = 4(Zh(d)- Zh(d)--Eh2d))-- 2, (P-3). 
H(2P) = ! Eh(d)+ 4 Eh2d)-- N (P4r, 
H'(2P) 


\ 


HEKA)+ ZU) 4 P+O): 
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wo P ein Product verschiedener ungerader Primzahlen, d den Inbegriff der 
sämmtlichen von 1 verschiedenen Divisoren von P mit Einschlufs von P selbst 
bedeutet. und die Summationen rechts sich auf die so definirten Werthe von d 
beziehen; die Buchstaben A, v, g@ bedeuten ganze Zahlen, welche nur vom 
Reste von P (mod. 12) abhangen, nämlich es ist 2—= 9, A—11 oder A —17. 
je nachdem P==0 (mod. 3), P=1 (mod.3) oder P= 2 (mod.3); v—7 





oder —=5, je nachdem P==1 oder =3 (mod. 4); 
oe = —1, 9, 7, 5, 3, 13 für resp., 
a 1, 3, >, t, I, 11 (mod. 12); 


welche Fälle sich mit Hülfe des Legendreschen Zeichens in 

pP (1 | pP 
. IR ( E 7) EN “es 2 » As Bi «P-—1) > DW; J \3(P—1) / 
9422), v6) =, 63-1) —4(-) 


pP : 
zusammenziehen lassen, wo (—) —( zu setzen, wenn P durch 3 theilbar ist. 


Obwohl diese Formeln für eine Determinante mit quadratischen Thei- 
lern mannigfach modifieirt werden müssen, hat doch das Resultat, wie schon 
bemerkt. immer eine ähnliche Form, indem zur Bestimmung von H{D) nur 
die Kenntnifs der Werlhe binärer Classenzahlen 4, 4’ für sämmtliche Theiler 
von 2D verlangt wird, und es können diese complieirteren Fälle mittelst 
der von mir angewandten Prineipien ebenfalls vollständig ergründet werden; 
doch muls ich gestehen, dafs ich diese Fälle noch nicht so weit entwickelt 
habe. um alle Resultate in fertiger Form hier vorzulegen. 


Wenn beiläufig die Determinante eine ungerade Primzahl —D —= —p ist, 





so läfst sich der Satz H(p)—=4(h(p) A (p)--Ah(2p)) + rs (pP), woA—=N9, 


andern für die Controlirung der Tabelle sehr geeigneten Form aussprechen: 
„Bezeichnet man durch « die Anzahl der reducirten Formen mit der Deter- 
„minantle —p, für welche «=1 oder «=? ist, durch $ die Anzahl der 
„übrigen redueirten Formen derselben Determinante, für welche « > 2, so ist 
„a 29 = 1(p--2)” So findet man z. B. unter D = 67 in der Tabelle 
9 Formen, deren erster Co@ffieient 1 oder 2 ist, und 2 Formen mit gröfsern 
ersten Coöffieienten (a = 3,4); hier ist — 11 und wirklich 4 (67 -- 11) = 13 

9-- 2.2. Dieser Salz ist um so merkwürdiger, da er sich ganz von der Theorie 
der ternären und binären Formen trennen und blofs als eine Eigenschaft der Com- 
binationen von 6 ganzen Zahlen «, «, a”, b, b', b" darstellen läfst, für welche 
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die Ungleichheiten des ($. 2.) erfüllt sind, und der Werth des Ausdruckes 


Zr 


aaa -- 2bh'b" — ab? — ab" — ab 


eine gegebene ungerade Primzahl wird. Im Vorbeigehen will ich darauf auf- 
merksam machen, wie man bei dieser Gelegenheit durch Induction getäuscht 
werden kann; für eine Menge von Primzahlen findet sich A(p) +-A(p)- hi2p) 
— I(p--)), es wäre dies ein sehr merkwürdiger Satz, aber er ist nur dann 
richtig, wenn %==0, was freilich am Anfange sehr häufig der Fall ist. 


Mit Zuziehung der von Dirichlet im 19ten und 21ten Bande dieses 
Journals entwickelten Sätze über die binären Formen kann man aus den obi- 
sen Formeln die Classenzahlen %, A’ gänzlich eliminiren und auf diese Weise 
durch Verbindung zweier Theorieen neue Sätze über H und H’ erhalten, 
von welchen ich Kürze halber nur die beiden Fälle beispielsweise anführe, 
dafs für eine Primzahl » von der Form Sn --7 


Hp) = :(A—B-A—B)-- (ph), 
und für eine Primzahl y = 8n-+-3>>3 
Kp = XA—B+yA—B)-+ (pt) 


erhalten wird, wo A, B die Anzahl der quadratischen Reste resp. Nichtreste 
unter 49, A’, BD’ die Anzahl derselben Gröfsen bedeutet, welche zwischen 
ıp und }p liegen. 


Der Einfachheit halber stelle ich hier nicht für alle Determinanten, 
sondern nur für D—=P und D—= 2P die aus der gröfseren Tabelle her- 
vorgehenden Werthe von H{/P),. H(2P) und H'(2P) für alle Werthe von 
P<-50 zusammen, welche man an den obigen Sätzen vollständig prüfen 
kann: um diese Vergleichung, die ich dem Leser überlassen will, zu erleich- 
tern, sind zugleich die Werthe von A(P), A(P) und A(2P) beigefügt, so 
wie diejenigen der Zahlen 4, v, o; z. B. irgend eine Zahl der zweiten Ver- 
ticalcolumne H(P) mufs sich ergeben, wenn man für den entsprechenden 
Werth von P und für dessen sämmtliche Factoren aufser 1 die in der dten, 
6ten und Tten Verticalcolumne befindlichen Zahlen addirt und zum vierten 


Theile der Summe „s(P-+ 4) hinzufügt: 







Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XLI. Heft ? 



















158 12. Eisenstein, über reducirte positive ternäre quadratische Formen. 

















Ternäre Classenzahlen Binäre Classenzahlen 

P | H(P)|u(2P)| W(2P)| ap) |w(P) |a@P)| » |v | 0 
l 1 | 1 0 1 0 1 11|7| —i 
3 2 | 2 1 1 1 2 915 9 
5 2 | 3 1 2 0 2 7|7 7 
I si sl ıa ! 1 ılul5s| 5 
11 3 4 2 3 1 2 715 13 
13 4 » 1 2 0 6 11171 —i 
15 6 | 7 3 2 2 4 915 I 
GEuE 2 4 0 age 
19 oh 2 3 1 6 1115 5 
21 7 9 3 4 0 4 917 3 
23 #) Ö 3 3 3 4 I 13 
29 8 Ss 3 6 0 2 1|I7 7 
31 7 S 3 h 3 ie) 11 |5 h) 
33 N) 12 4 4 0 ie) 917 3 
3 g 12 > 6 2 4 15 13 
37 7 9 2 2 0 10 1117| —1 
39 10 12 >) 4 4 4 015 y 
41 7 11 4 S 0 4 7|I7 7 
13 S 10 3 3 1 10 115 h) 
17 1 11 ) > >) ie) 5 13 























Da es wünschenswerth erschien, ein gröfseres, die Grenzen der Tabelle 
überschreitendes Beispiel vor Augen zu haben. so stellte ich die redueirten 
Formen für die Determinante — 385 — —5.7.11= —P auf. welche ich 
am Schlusse der gröfseren Tabelle beigefügt habe. Es fanden sich 15 For- 
men mit der Determinante — 385, deren Transformations- Anzahl d—1 be- 
trägt. 25 bei derselben Determinante, für welche d=2, ferner 17 Formen 
mit d——4, und je eine mit m=6, ö=8. Was zunächst das Maafs betrifft, 
so ist also M(355) = 15 +2 +4 +4+14— 57, und die Zahl 769 ist wirk- 
—2.3855—1=2P—1. Zur Prüfung der Total- 
Anzahl 59 = #385) aller reducirten Formen sind die Werthe der binären 
Olassenzahlen Ad), A(d), A(2d) für die Divisoren d = 5, 7. 11. 35, 55, 
77. 355 von 385 erforderlich, man findet: 

‚11, 35, 55, 77, 385 





lich. wie es sein muls, 





mb 7 
kKd) =, 1 
Kid) = 1, 
h(2d) = 2, 4, 

-6 - 


Summe — 4- 

















12. Eisenstein, uber reducirte positive ternäre quadratische Formen. 159 


die Summe aller dieser Zahlen beträgt I {A (d)+4h'(d) --h(2d)!— 104 — 4.26. 
und da 385 = 1 (mod. 3), also —=11, P+1,—= 396 — 12.33. so mufs 
26--33=59 sein, wie in der That. 





Sollte später einmal die Tabelle der redueirten Formen über ihre 
jetzigen Grenzen hinaus fortgesetzt werden, so besteht ein neuer in pracli- 
scher Hinsicht nicht zu verachtender Vortheil der obigen Sätze darin, dafs 
man durch Kenntnifs der Formen - Anzahl in Stand gesetzt ist, von vorn herein 
für jede Determinante den gerade nöthigen Raum zur Aufnahme der ihr zu- 
gehörigen Formen in der Tabelle beurtheilen zu können. 


Bei den ternären Formen wird durch die hier aufgestellten Sätze und 
ähnliche, so wie auch durch die Sätze des vorigen Paragraphen, die Richtig- 
keit derjenigen Behauptung unzweifelhaft bewiesen, welche bei den binären 
Formen, wo sie von Gaufs angeregt worden ist, so grofsen Schwierigkeiten 
unterliegt: dals nämlich die Classenzahl mit der Determinante in solcher Weise 
individuell wächst, dafs man immer eine Grenze finden kann, über welche 
hinaus die Anzahl der Classen für alle folgenden Determinanten gröfser ist, als 
eine vorher beliebig und noch so grofs gegebene Zahl; es geht dies sowohl aus 
den Formeln für /J selbst hervor, als auch daraus, dafs offenbar HM ist. 
und für M(D) seinerseits eine einfache wachsende Function von D als untere 
Grenze angegeben werden kann. Bei wachsendem D ist von den beiden 
Bestandtheilen, aus welchen HJ zusammengesetzt ist, derjenige, welcher nur 
eine einfache Funclion der Determinante enthält, von höherer Ordnung, als der 
andere, welcher von den binären Classenzahlen abhängt, und #4 wird zuletzt mit 
ersterem allein proportional wachsen *); für ein unendlich grofses D kann man 
H—=M selzen; diese und ähnliche approximative oder asymplolische Gesetze 
gehen leicht aus den von Dirichlet gegebenen Principien hervor. Folgende 
Tafel gewährt eine Übersicht über die Häufigkeit des Vorkommens der ein- 
zelnen Classenzahlen innerhalb der Grenzen der gröfseren Tabelle. Die Reihen 
von Determinanten, für welche H=1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 oder S, sind für die 
eigentlich primitiven Formen als abgeschlossen zu betrachten, und man wird 
bei der Fortsetzung der Tabelle keine Determinante finden, zu welcher weniger 
als neun reducirte Formen gehören. Um möglichst hohe Grenzen zu ziehen, 
wird man die verschiedenen Fälle der Determinante einzeln betrachten müssen. 





*) z.B. für Det. ohne quadratischen Theiler ist immer H(P) > „,P, H(2P) > 4P 
und im Unendl. genau H(P)= ;„5P, H(2P\=+P. 


21” 
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Eigentlich primitive Formen. 


Die Anzahl | kommt vor | Product | bei den Determinanten —D, für D= 




















1 2mal | ni 

2 4-1. 813, 4 5 & 

3 m 12 | 7, 10, 11, 14. 

4 5. 20 18, 9, 13, 17, 22. 

5 n 20 | 19, 23, 26, 29. 

ii #- 42 | 12, 15, 18, 25, 34, 38, 46. 
I 84 42 | 16, 21, 30, 31, 37, 41. 

8 | + 40 | 20, 43, 53, 58, 62. 

I 34 72 | 27, 28, 33, 35, 42, 47, 49, 74. 
10 ®e 60 | 24, 39, 50, 59, 61, 86. 

1 | 6- 66 | 51. 54, 67, 71, 82, 94. 

a I 8% 96 |, 32, 57, 65, 66, 70, 73, 78, 79. 
13 .- 65 | 44, 52, 55, 83, 89. 

ui ä« 56 | 36, 40, 69, 77. 

5 | 4- 60 | 45, 85, 97, 98. 

16 | + 32 | 56, 81. 

17 | 6 - | 102 | 64, 68, 87,91, 93, 95. 

8 | 1- | 18 |. 

| 5, 38 |63, 75. 

0 | 2- 40 | 48, 88. 

21 .- 42 | 90, 92. 

22 we 44 | 60, 100. 

24 | 1- 24 | 99, 

26 I. 26 | 84. 

28 + 56 | 72, 80. 

33 4.1.88 | 06 














Summa | I00 - 11116 
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Uneigentlich primitive Formen. 











Die Anzahl | kommt vor Product | bei den Determinanten — D), für = 
1 mal 9 | 4, 6, 10, 14, 16, 18, 26, 50, 98. 
2 1%0- 20 | 12, 20, 22. 24, 34, 38, 40, 64, 72, 74. 
wire 33 | 28, 30, 42, 44, 46, 48, 56, 58. 62, 80, 86. 
4 .. 24 | 36, 52, 66, 68. 82, 96. 
5 e, 35 | 54, 70, 76, 78, SS, 92, 94. 
6 & 18 | 60, 90, 100. 
7 1 - T S4. 
Summa | 47 146 








Im Ganzen umfafst also die Tabelle 1116 eigentliche und 146 uneigentliche 
Formen, zusammen 1262, so dafs für die Determinanten von —I bis — 100 
die Anzahl der primitiven Classen ternärer posiliver Formen 1262 beträgt. 

Nach vollendetem Druck vorliegender Arbeit beabsichtige ich, die Ein- 
theilung in Genera, über welche ich schon im 35. Bande dieses Journals 
ziemlich ausführlich gesprochen habe, auf die in der Tabelle enthaltenen For- 
men anzuwenden; diese neue Anordnung wird sehr erleichtert, wenn man 
Gelegenheit findet, die Formen einzeln auszuschneiden, wozu wegen der eben- 
falls bedruckten Rückseite jedes Blattes mindestens zwei Exemplare erforder- 
lich sind. — Die Anzahl der in jedem einzelnen Genus enthaltenen Formen läls! 
sich ebenfalls theoretisch angeben, z. B. wenn D== p Primzahl ist, so exisliren 
zwei Genera (4tp und $.\p, siehe a. a. O.). und für beide wird der Aus- 
druck für die Anzahl der in ihnen enthaltenen Classen von der Form 


/ | 4 6 N „ PR. 
AS Da 107 Dr a ae 


wo 7,7, y', y' numerische Constanten sind, die nur vom Reste von p (mod. 24) 
abhangen. 


S. 6. 
Berechnurg der Transformations- Anzahlen 6. 

Der Bestimmung der Transformations- Anzahlen (siehe $. 4.). durch 
welche die Tabelle einen ganz neuen Zuwachs gewonnen hal, liegen folgende 
beiden Tafeln zu Grunde, aus welchen man leicht die das Problem der Trans- 
formation für positive ternäre Formen vollständig erschöpfenden Lehrsätze ab- 
leiten könnte, die aber gerade in der hier vorliegenden Weise am besten zum 
praclischen Gebrauche geeignet scheinen. 











162 12. 





u si 


Eisenstein, über redueirte positive ternäre quadratische Formen. 














I. Tafel für die Formen 1b, 4, 1m) mit positiven unteren 
Coöfficienten. 

No. Bedingungen. ! 

4 (1) | keine Bedingung | 

(2) | a=2%' — %" 1 

(3) Ja=%, d"— 2% 1 

(4) Ia=%", ’ —% 1 

5) [= %, b" — 1 

B (6) Ja=u, b—=b' 1 

CD) I, Vu 1 

(H) Id =- WW, = 1 

(9) a—=Üb — U" —= 4, W" u" 2 

(10) Je BB 3 

e (11) Ja =d=d, bb)" 3 

12) Jen! IM 

Il. Tafel für die Formen 22 Be, , mit nicht positiven 
unteren Co&fficienten. 

No. Bedingungen t 
A (1) | keine Bedingung 1 
Dia, Fo 1 
(He W, FO 1 
G4)ie—=, d"’—0 1 
() Ale = %-0", « —=R2b+b" 1 
B (6) Ja=u, b—=b 1 
(D’Ia—=a‘, ’ —=# 1 
() lad —=b-+b-" 1 
() Nu BB ii, nd 2 
10) I a=ad=%",b=d' 0 3 
OD ae, Fan! u 3 
() (2) | !=ad, a = WW -+b", MW —=R%b-+b"|1 
() MI, =, ss 2 
II 1 ea, aa 3 
(0) (A5) I] a—=a==u”, 0 2 
() Tel, du 2 
() (Men, ,; dn 3 
(0) (18) | «= a’ = u" = 35 = 3’ — 36" 6 
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Folgendes ist der Gebrauch dieser beiden Tafeln. Neben jeder Nummer 


mit Ausnahme von No. (1) befindet sich ein Complex oder eine Gruppe von 
Bedingungen für die Coefficienten der reducirlen Formen; mit diesen vergleicht 
man jede zu untersuchende Form und zwar entweder in der Tafel I. oder I1.. 
je nachdem ihre drei unteren Coöfficienten, d. h. die der doppelten Producte 
2yz, 2x2, 2ry, positiv sind oder nicht; für alle Gruppen von Bedingungen. 
welche bei der vorgelegten Form wirklich erfüllt sind, addirt man die zugehörigen 
Werthe von ?; die so gefundene Summe >? giebt entweder selbst den Werth 
von Öd, wenn nicht mehr als einer (also entweder keiner oder nur einer) der 
unteren Coöfficienten der Form den Werth Null hat, oder diese Summe ist 
doppelt zu nehmen oder endlich mit 4 zu multipliciren, je nachdem zwei der 
unteren Coöfficienten oder alle drei = 0 sind. Die No. (1) (keine Bedingung) 
in beiden Tafeln dient nur dazu, um anzuzeigen, dafs selbst dann Transfor- 
mationen Statt finden, wenn keine der unter den folgenden Nummern verzeich- 
neten Bedingungen erfüllt ist, man kann also sagen, dafs diese Nummer weniy- 
stens immer erfüllt ist, sie ist demnach bei allen Formen ohne Weiteres immer 
mitzuzählen. Bei diesem Verfahren sind zum richligen Verständnifs folgende bei- 
den Bemerkungen wohl zu beachten. 1) darf keine Rücksicht darauf genommen 
werden, ob ein Complex von Bedingungen unler einem andern umfassenderen 
schon logisch enthalten ist, sondern die zu unlersuchende Form mufs mit jeder 
einzelnen Nummer der Tafeln verglichen werden. abgesehen davon. dafs viel- 
leicht unter den Bedingungen einer späteren Nummer die einer früheren bereits 
vollständig oder zum Theil begriffen sind; so enthält z. B. der Complex von 
Bedingungen neben No. (5) in Tafel I. die sämmtlichen Bedingungen der beiden 
früheren Nummern (2) und (7), denn wenn «= 2b’ — 2%" und «= a” ist, so 
kann man dies so aussprechen, dals erstlich «== a” und b’ —= b" wie bei (7). 
dafs zweitens «a — 2b’ —= 2b" wie bei (2), dessen ungeachtet mufs für jede 
Form, welche der (8) genügt, auch unter (2) und (7) noch aufserdem nach- 
gesehen werden, weil die Werlhe von /, wie aus den zu Grunde liegenden 
theoretischen Betrachtungen hervorgeht, sich nur auf diejenigen Transformalionen 
beziehen, welche der Totalität der in der Nummer befindlichen Bedingungen, ohne 
Rücksicht auf deren Zerlegung in einzelne Partialgruppen, ihre Entstehung ver- 
danken; von No. (1) kann man sagen, dafs sie unter allen folgenden Nummern 
enthalten ist, und doch ist der ihr zugehörige Werth ?=1 bei keiner Form zu 
vergessen, mag dieselbe übrigens keiner oder noch so vielen der folgenden Bedin- 


gungen Genüge leisten. 2) ist zu bemerken: um von einer Form behaupten zu 
























164 12. Eisenstein, uber redueirte positive ternäre quadratische Formen. 


können. dafs irgend eine Nummer für sie Statt findet, reicht es nicht hin, dafs die- 
selbe einer oder mehreren der unter dieser Nummer verzeichneten Bedingungen 
genügt. sondern die letzteren müssen sämmtllich und zu gleicher Zeit erfüllt sein; 
so kann es geschehen. dafs eine Menge der in den Tafeln vorkommenden Bedin- 
sungen bei einer redueirten Form angetroffen werden, und doch nicht in der 
Weise vereinigt erscheinen, dafs irgend eine der auf (1) folgenden Nummern 
der Form zugeschrieben werden könnte: z. B. können alle drei oberen Coöf- 


.. . ® ® . . n 7 7 T 4 
ficienten einander eleich sein, wie bei der Form ( ern 3): und doch ist 
u. Sams... Zuge, 


nur == 1; namentlich ist bei den Formen der ersten Art (Tafel I.) häufig 
einzeln «a — 2b’ oder «= 2b" oder « — 2b, tritt aber aulser einer von diesen 
keine andere Eigenschaft der Form hinzu, so ist immer nur d=1; bei No. (1) 
hätte daher statt „keine Bedingung” passender und vollständiger „kein Complex 
von zusammengehörigen Bedingungen” geschrieben werden können, doch ge- 
nügl jene kürzere Andeulung, da es mir hier nur auf ein möglichst practisches 
Verfahren zur Bestimmung von d ankommt. 

Die Eintheilung jeder einzelnen Tafel in A, B, Ü bezieht sich auf das 
Verhalten der drei oberen Coöffieienten a, a’, «’ und dient um die Übersicht zu 
erleichtern. indem z.B. jede Form, für welche «a, «, a” alle drei verschieden 
sind, nur mit den Bedingungen unter A zu vergleichen ist, während die unter 
B und EC ganz unberücksichtigt bleiben; sind zwei jener oberen Coöfficienten 
einander gleich und von dem dritten verschieden, so braucht man nur die Nummern 
unter 4 und Z nachzusehen und vernachlässigt die unter C befindlichen. Einen 
ähnlichen Zweck hat das Zeichen 6 in der zweiten Tafel, welches die nicht sehr 
häufig vorkommende Bedingung a +-a'—=%2(b-+b'--b") bei den Formen zweiter 
Art andeuten soll, und ist dieser Fall. wo er vorkommt, in den Tafeln ausdrücklich 
vorn in der ersten Verticaleolumne angezeigt. damit man diese Nummern sofort 
übergehen kann, wenn die zu untersuchende Form, nachdem man sie hierauf 
zuvor geprüft hat, der in Rede stehenden Bedingung (0) nicht Genüge leistet. 
Hiernach wird man in den meisten Fällen bei einiger Übung ganze Reihen der in 
den Tafeln befindlichen Nummern auf einmal verwerfen und unter den wenigen 
übrig bleibenden Nummern mit Leichtigkeit die brauchbaren herausfinden können. 

Einige Beispiele werden diese Regeln deutlicher machen. Für die Form 


IB} 
f in Os n 


(1.00 ist keine der vorkommenden Bedingungen erfüllt, also hat man nur aus 


No.(1) in Tafel II. —1, da aber zwei der unteren Coöfficienten Null sind, so wird 


. n m 3.4.08, ; ce 
"2: für die Form (3 2) ist zwar @— 2b, nämlich 4—= 2.2, da aber 


| r) 
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nicht 5’ = %’, so ist No. (5) in I.,. die einzige, welche zu vergleichen man 
veranlafst wird, nicht erfüllt, und man hat daher nur aus (1) £=1 und d=1. 
4,5, 6 


Die Form (1 2) 92 ist in der Tafel I. nur mit den unter A befindlichen Num- 


mern, und zwar aufser (1), was sich von selbst versteht, mit (2), (3) und 
(4) zu vergleichen, denn (5) fällt aus, weil nicht « —= 25, d. h. 5 nicht das 
Doppelte von 1 ist; jene drei Bedingungen oder Gruppen von Bedingungen 
sind wirklich erfüllt, also sind im Ganzen (1). (2), (3) und (4) erfüllt, daher 


=2t!—=1-+1+41+1=4 d=4. Für die Form (2 2 ii. welche unter 


die Categorie der Tafel Il. fällt, ist weder (0) erfüllt, da 1-+-1 <- als die 
Hälfte von 2--5, noch findet Gleichheit der oberen Coöfficienten Statt, man 
wird also aufser (1) nur (2), (3) und (4) prüfen, und = nur (1) und (2) erfüllt 


sind, so ist Z2?—=1-+1, d—=?2. Für die Form I % r sind in I. (1), (2). 
(6) und (10) erfüllt, folglich 22!—=1-+1-+41-+3, d=6. Für die Form 


4.5,5\ : . u: ie 
ri 9„) ist zwar a — a" und auch «= 2%", a b—b', Jiese drei Ei- 
’ ’ 


genschaften der vorliegenden Form stehen aber nicht in solcher Beziehung, 

dafs irgend eine der auf (1) folgenden Nummern in I. anzuwenden wäre, es 

ist also nur d—=1. Noch füge ich kurz folgende Formen als Beispiele hinzu 

nebst den auf sie anzuwendenden Nummern der beiden Tafeln: 

je ” ) 1.0, 9,9, AD, Zt=6, d=321= 12; 

Od (Lo) 0. @. & ©, 0, ®), m. (2 

— 1+1-+1+1-+1-+41+2? = 8; 
Go), 9, de4zi=42—8; 


Gbhı. m, ©, ©, a9, ze= 14141436, 
= 48t — 24; 
GP) LM 9, AD, Z2=1414143= 6, 
oe=31t—=6; 

(0) E2 a ne 1. (1), (5), (6). (8); St=4, Zi — 
+7) 1.0. @&; ©), 0, &, (10), 11), 2), d—&1 
— 14141+1+14+343+13 = 24; 
(Fr) 10, 6), 6), m, @, (19, (13), (14), (15), (16), 
(17), 18), 0 = Ft—1411111-1-41-424342-21346—24. 


Crelle’s Journal f. d.M. Bd. XLI. Heft 2. 22 











166 12. Eisenstein, uber redueirte positive ternäre quadratische Formen. 


Wäre es in der That nothwendig jede der 1262 in der gröfseren 
Tabelle enthaltenen reducirten Formen in dieser Weise mit den Bedingungen 
der obigen Tafeln zu vergleichen, so würde dies ein zu langwieriges, überdies 
einer sicheren Controle entbehrendes Geschäft sein. Glücklicherweise sind jene 
Bedingungen der Art, dafs jede einmal untersuchte Form als Muster oder Vor- 
bild für unendlich viele andere dienen kann, denen man sogleich ansieht, dafs 
sie denselben Bedingungen wie jene genügen, also auch in Bezug auf ihre 
Transformations- Anzahl d mit jener übereinstimmen müssen. Nachdem man 
z. B. für die Form 6 r 2 die Zahl d—= 6 gefunden hat, so geht ohne wei- 


tere Benutzung der Tafeln hervor, dafs auch für die Formen (7 1 rg: (7 ar 


1,1,1 
und allgemein für alle Formen 47 >. ‚in denen «’ —>2 (aber nicht = 2) 
3 


st. d= 6 sein wird; oder N man gefunden hat, dafs für Fr 0. Bir 


a" 


12 ist, so folgt, dafs für jede Form wie (3 2 __4 )» In welcher «’ >2 


ist. ebenfalls d— 12 sein mufs. Da die Determinanten solcher Formen eine 
arithmelische Progression bilden, so sind die Formen selbst in der gröfseren 
Tabelle leicht aufzufinden und mit den ihnen zugehörigen Transformations- 
Anzahlen zu versehen. Es wurde also der Gebrauch obiger Tafeln nur so 
weit ausgedehnt, als es durchaus erforderlich war, und bis man zu Formen 
gelangte, welche sich in der angegebenen Weise auf frühere zurückbeziehen 
liefsen; spätere Werthe von d wurden theils rückwärts gehend aus früheren 
bestimmt, theils wurde die ganze Tabelle der Formen vom Anfange ausgehend 
dem Ende zu mit ganzen Reihen von solchen aus einander hervorgehenden gleichen 
Werthen von Öd gleichsam durchzogen. Bei diesem Verfahren erreichte man aufser 
der bedeutenden Vereinfachung der Arbeit noch einen doppelten Vortheil: einmal 
fand man neue Gelegenheit, die in $. 3. vorkommenden arithmelischen Reihen 
wiederum zu durchlaufen und sich von dem Vorhandensein jeder Form in der 
grölseren Tabelle zu überzeugen; sodann ergab sich eine nicht besser zu 
wünschende Controlirung der einzelnen d, indem jeder bei der Bestimmung 
derselben etwa begangene Fehler an mehreren Stellen sich wiederholen mulste, 


also eine Übereinstimmung von N—>- ($. 4.) mit der Theorie an allen 


diesen Stellen zugleich durch blofse Compensalion mindestens sehr unwahr- 
scheinlich, wenn nicht unmöglich war. 


Ferner bemerke man noch die Transformations-Anzahl für einige häufig 
vorkommenden speciellen Arten von Formen, wie sie sich aus den obigen 
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. RT A TE . 
Tafeln ergiebt. Für die Formen (’ gg ) Wird, wie schon @aufs angegeben hat, 
9 ’ 


d—=4, d—=8 oder d—=24, je nachdem resp. alle drei oberen Coöfficienten 
ungleich, oder zwei derselben einander gleich und vom drilten verschieden, oder 
endlich alle drei gleich sind; in der That ist für diese Formen immer d—4X/ 
zu setzen und im ersten Falle ist in Tafel I. nur No. (1) erfüllt, im zweiten sind 
entweder die Nummern (1) und (6) oder die Nummern (1) und (7) erfüllt, im 


' n 
dritten gleichzeitig die Nummern (1), (6). (7) und (14). Die Formen (_% 5. 
B) ’ 


in denen 5 von OÖ verschieden ist, geben d—4, so oft in der binären Form 

(a, b, «') entweder «== .«” oder b genau die Hälfte von « ist; sie geben 

öd —= 12. wenn die letzteren beiden Bedingungen vereinigt erscheinen. wie 

z.B. bei der Form (pP 3 ) mit der Determinante —3, in allen übrigen 
D) b) 


Fällen d—=2; a—=« ist bei diesen Formen unzulässig und widerspricht den 


bi pe 
Bedingungen der Reducirtheit. Ähnliches gilt von den Formen (0 1 0 i 
a, a, 


0.0, dh wenn man die binären Formen (a, b', a”) resp. (a, b", a’) be- 


a, cd a . 
trachtet; sollte für die Formen 0 u vielleicht # = «” sein, so hat 
’ 


dieser Umstand durchaus keinen Einflufs auf die Transformations - Anzahl. 
Durch diese Regeln allein werden die so zahlreichen Formen erledigt, in denen 


) . 1, a, a" u. 
a—1 ist, da nur die beiden Arten (’n’ und ( 00) vorkommen; 


0,0, 0 —5,0,0 
noch bequemer übersieht man für diese das Resultat, wenn man bemerkt, 
dafs für (9) ge 2 y. wenn a’ >1 ist, d=8 wird, dafs %% . 0 y; wo «a und @" 


beide —>1 sind, d=8 oder d=4 ergiebt. je nachdem a’ — a” oder von 


a" verschieden ist, und dafs endlich für die Formen we z Es ( rt 4 
Da, u 


! n ! ' 
I; z 0°0 )» (>45 . resp. d—2,0=4,d0—=4, d—12 wird, wenn 
man in jeder dieser vier Formen die nicht ausdrücklich durch die Bezeichnung 
selbst angedeuteten Bedingungen als nicht erfüllt voraussetzt. Die ebenfalls in 
der Tabelle sehr häufig vorkommenden Formen mit dem ersten Coöfficienten 
a2 können sämmtlich nach den folgenden Vorbildern beurtheilt werden: 

2,2,3 : 2,2, 2,3 2,2, 3 

(111) e GN: Gr 0); 0,0,0 

08 d=1?2 PR 


ei >) 0,0) (0.0,- = Er u. ; 
=4 —4 d=4 


22 * 
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nn) 0,1) 0) 0) 0,-,0: (0) 6.6,0): 


d=? er d=4 4 d=? 


67 a 4) 2 


1 OA 04 


2,4, 
(21 eh mit Ausnahme der ganz einzeln stehenden, am Anfange vorkommenden 


ig 

2,2,2 2,2, 2 THE ii üss 
(7 4 und (00 4)" — Eine weitere Vermehrung dieser Fälle bietet zwar 
= 0-1? 

keine theoretischen Schwierigkeiten dar, verliert aber ihren practischen Werth 
durch die damit verbundene Überladung des Gedächtnisses; aus dem letzteren 
Grunde scheint auch eine Behandlung der Formen nach Vorbildern, welche 
sich auf unmittelbare Anschauung stützt, einer solchen nach beschreibenden 
Regeln in practischer Hinsicht bei Weitem vorzuziehen. 

In theoretischer Beziehung namentlich in Hinsicht auf die Bestimmung 
der Formen-Anzahl war mir die Eintheilung der reducirten Formen in solche, 
für welche d = 1, und in die übrigen, für welche d >1, also d —=2, 4, 6, 8, 
12 oder 24 ist, von Wichtigkeit; die letzteren, welche man Ausnahmeformen 
nennen kann, haben die sehr bemerkenswerthe Eigenthümlichkeit, die den er- 
steren mit d—1 nicht zukommt, dafs sie sich stets in eine, zwar nicht nothwendig 
reducirte, aber doch äquivalente Form von einer der beiden folgenden Arten 

ac + oder a(xX+-ay)+g 
transformiren lassen, wo g eine dbinäre Form bedeutet, die allein die Varia- 
beln y und s und nicht mehr x enthält. Diese Formen entsprechen denen, 
welche G@au/s ancipites genannt hat, und « ist, wie leicht zu sehen, bei ihnen 
immer ein Divisor der doppelten Determinante. 


Möge mir erlaubt sein, zum Beschlufs hier eine Bemerkung hinzuzufügen, 
welche sich auf unbestmmte ternäre Formen bezieht. Für diese Formen scheint 
die Anzahl der zu einer Determinante gehörigen Classen einem noch einfacheren 
Gesetze, als bei den bestimmten (posiliven, negativen Formen) zu unterliegen, 
wenigstens, wenn die Determinante als eine ungerade Zahl ohne quadratischen 
Theiler angenommen wird. Ist letztere eine ungerade Primzahl. so scheinen 
immer genau zwei lassen vorhanden zu sein, und besteht die Determinante aus 
einem Product von « verschiedenen ungeraden Primzahlen, so scheint die Anzahl 
der Classen 2“ zu betragen. 














Tabelle der reducirten positiven ternären Formen nebst ihren Trans- 
formations-Anzahlen für alle Determinanten von —I bis — 100 


I. Tabelle der eigentlich primitiven positiven ternären Formen für alle 
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Zweite Abtheilung. 


und für die einzelne Determinante — 385. 





negativen Determinanten von —1 bis — 100. 





D | Anzahl Redueirte positive ternäre Formen für dje Determinante —D. 
| #4 es 
0,0,0 
d= 24 
) 
o=8 
»| 2 (0.00) 50.0) 
d=8 d=12 
11 2 1(0.0,0) (000 
)=$ Pa 
| 2 1000» (-1,0,0) 
d= 
| 2 9 ein) 
| 3 Ei (1,0, (10). 
oA d=6 
| 4 Pin) (0.6,0) (0,0) (2.20) 
d=4 o=4 en 
| 4 9. Ch (0.0.0) 00, -1) 
o=8 I=8 d==12 
10 3 1(00,.0)> (0 NEE 
oh d=A 
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D \Anz., Reducirte positive ternäre Formen für die Determinante —D. 

113 (8,9: ro) 0) 

26 M Jo) 3) 29h 4 ProKeie) 

131 a @ h [ AB. nn)» hi 

143 "o) 6 6 0 ar 2) 

o h 

15| 6 ; ü Ki} (_ 129. (0,0:0): 10 0); (6 1) (0) 

16 7 @ h H) N ü 0) (& 0 ) ( 20 0): E 0) er 
‚0 | 
G 1, -1. 1-1) 

wacht DNA (33) (18) GE 

18) 6 ei 0) (9) (8.0) ), 6.8): 10,0) 

DER? 2 POyarH) e 

os N 2.639 ed. Een) Are erh! 

| las 63) 
217 - 0 1) a i 0): ( 0 > (330.0) Ge 10 














‘=4 d=1? 








a E ) 
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Reducirte positive ternäre Formen für die Determinante —D. 





30| 7 \( 


31 7 


(14 











= 2, 


22| 4 6) (00) (100): (0) 


es 5 (6 0 2) a 1 0): A ß 0): 2 0) (10 0, 1): 
Kae 


04 — == 


24| 10 9 (0,00) ep) Een) (2,0,0) 160) 


iR, ie 0): & E 0) (00 9 1: © —1 Fo 


25| 6 (o 6 0) = 3 "), (0,0 0, 0) ( 1 ) G , 1, 10) (0: x 1) 


NE a i n) ( a D) en i h) a 9) @ A 


29 ü i n) ar ; o) fen) k- 143) ar (0.0.0) 


O=4 


3) (0 &D 


SR) 9) ED» ht9 @ED- HE 


di ‘=? 


) Ca. 10): 3) 


de 


is= b 


5 


29 5 (0.0 0, ) Er D 1 ) -: 0) (0) 1) 


9) BEN Nen) PEDICHONGE N) 
ya) Arc AONarn) ED) i, Er 
‘o=4 =? ‘=? 


2,4,5 
11, 
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D Anz. | Redueirte positive ternäre Formen für die Determinante —D. 
32| 12 ( 0 0) (& 6, D% (10.0) 6 ; 0) 2 20) (2,60 
=? 
(& = ER @ 1, ) (-2,0:0): ( (6 0 9, > F A) er 
| o=4 d=A do=? 
33 9 (6 0, 9 a m @ D )) . 0 0); (6) 0 ): (6, _20 . 
d=A d=1? do=A 
a7 0, 0-1) 3 1 6, 3) 6 _— 
— 
34 & > H 9 (& D )) re 1 0, 0) a —1,0/? > (- 10 0, 0) a: 0 
o=4 ‘=? ‘=? 
35 N ı n) a 1 '): a) (240) 0» 100) 
—=$ oA =? d=? =: do=4 
| | 7 
1.1 2% 6 0, ) 1 N) 
| | dei 
36114 (6 0. 2 & i D) 6 N 9 (0,0 0, o (_2) 0 o (2 0, 0)» 
3m8 o=4 
6 # 0)? Go: Eh) AR > rn: 4) 
| d=8 =8 d=4 d=8 
E. e 
(21 (20,0) 
ı d=?2 d=1? 
37 (au ): (1,0, 0) 1,0) = — 10 9) (2.0, 
d=$ =? 
3,35 
G-1- ' 
| ‘=! 
il 6 E 5 2 (0,00: Me er (200) 10.0) (00) 
| 0=8$ =? 
| 
39 10 (0.0.0). 4 39) (0.0, 0): ar ) a Fo) (30 0) 
| d—=8 d=4 ? 2 do=4 
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D | Anz. Reduceirte positive ternäre Formen für die Determinante —D. 
ie 0. (68 0, ra 6. Rs 10) die, 4) % N N 
| d = 1? =? =) 
ol. A. ERDE) 
d==8 A ji "1 Vi 
Er! ee ” Tr WARTE @68 RD 
o=S NEE 4 Ah O1 
® 1, a, (9 4 
| i=? 
1l 26 1, (10. 0» 100» (2.0.0) (1 130) H '@ 0 n) 
| 8 Pu =} =? 
(10:0) 
dm] 
ai» (6) h DE (0) 0 N} (6 6 0) 6 0.0) 6 PR, 0) 0 2 0) 
8 dA oh 
(11 y v Ca 8:4 4 0 
OA ‘==? 
23| 3 MED o ; h © ( n 7) 4 0) (_ \ 0, - Ä 
‘=8 oh =.) 6 
Br. 0, oh 3 | 
je? dm 
4413 Fr H ): (6 ci o sr Y 0) (0 h o Ki 2 h ): (1 ” 0) 
o=8 Jh =? di 0a =‘ 
9, e 0) ( 0; ): BE 0); 0 ' n): S "I (_: y = 0)» 
=? 8 =4 =? ‚ 
44,5 
22, 2/' 
Oh 
45| 15 (e " u): (4% g32 ( 0 o) (0 0. 0) (a 20 ( ie 0, h 
d=8 di OA dm 
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D |Anz.. Reducirte positive ternäre Formen für die Determinante — D. 

a |/2,2, 2, 3, 2,4,7 2,5, 6 
[ - 2, . 

15 |s. 0. \0,0, =) 0, I“ (0 0, up) (1 1, eo 8 0, a (27 M’, 








ı 10 











el? 


Pan d=4 d=?2 d=?2 


dA 


@ 4 5) ei Be 4? # : + 


O=N 


1, 1, 46 
0, 0, (Ü 


‘=8 


b) 1 


u 


o==] 


41,1,47 
0,0, YERN 


=] 


2,3, En [ 
u... 17° 


= 


1, 1,48 
000) 


dam 8 


5.7, PN 
1, 0,0) 


( R; 0. 5) 


Fa 


0/? 


NEE 04 
0,0) 0 o 200» Can 
Pe ) a; ==? ‘==? 
54’ 
\ 10 0): k 200» 200» (1.00): (_3 0.0): 


f =? 


10 0) (2.1.0). 


Oo? 


d‘=?2 =? 


=? 


= 


0 0 ') (6) v0) (0 h er AR 0) (9 o; 0 j 
= IT 04 0-4 = 
TEEN 
I=12 ‘=8 4 =? dm 
Ar Ei, 0): (0 0, N) (4 4; ) (6 =, 1 (3 or 
(=? 1 I—=8 d=4 


5 


2,2 oh 12 2,2 


= 


1,1, 49 
0 0, 0)» 


= 


( . >) (0 0» Wo): 
o—=8 


VEEDIAEE: EX 


=? O=h 


O4 


( 0, IR (j ı 1): RE, B+) 


dan =? Bunt 

6 H er (ei g r” Mur ve (6 us) = 3 o 0): (6 10 = 
)—=N o=4 =? dA 

FR toer Br. s); e “ a (4 4) 


di 


en, = o=] 
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Reducirte positive ternäre Formen für die Determinante — D. 





-1,0, 0 
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20, 0) (0.0, 0) (10 0): 830, 0» (8.0.0) 


dA 4 


1) N r' > 6, -4 0) (0 -1 De), er 21 


DONE OWTONATHEETT 


( er . ( 
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2,3, 11 


2 ı m 
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1.1, BD, Er,2 E% B: 29) 10. 1) ei 
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Pa = 
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6. 1, ee) e IE, 0 
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== zu =? 
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20 D 0) ( 0.0) BR on ( 0 0) (3,0 0. 0) 


d=?2 


Er) 0-0) en) 


del 
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Redueirte positive ternäre Formen für die Determinante —D. 
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D |Anz. Reducirte positive ternäre Formen für die Determinante — N. 
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D |Anz. Redueirte positive ternäre Formen für die Determinante —D. 
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D |Anz. Reducirte positive lernäre Formen für die Determinante — N. 
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. d=? )—) 
a 0). a ß DIR: x) 3 > (10 
d==? ==‘ 
201) ei) 12) 
| 
1126 (0.0 0): Er) 2) (0,0, 0: 30, 0) 10 0): 
d=4 de? 
6 % (3) (20, 0: 4 20:80, 0) (00 0): 
(6 4 X) ER (3,0): ei) SE 4 DJ Er 
0,0,0 —2,0,0 Dee 0,0, —1 0,0, —2 —2.0.0)° 
EEHNGETONG Dar 60 HIT 
= nt 
Rn) Fer 
ss 15 (0.0, > a) a). (5,0, 0: (1 0» 1-10) 
Er (0-1 0): ar 10: 5: r, ) ( 10-1) 
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D Anz. | Reducirte positive ternäre Formen für die Determinante —D. 
89 8. 0. 0 ir 0) (2 !' 1): (6 u, 2-2) 
| =? dan 
10 ER n Dh BED NET) 
| 5 er a 
| wo RE Bl een) 
| 2 u 
ad. EN. Der; 5) (38,0) (3,0) 
u air > 
4 i %) (3 D 12), en > 2 $ ’» ei 3,18 dcs 19, 
BARLTEENTE NN 
2 ”) 629. R 149) er y) 27) 
9. a9. Gar. a9. C u Ä 
wer = da 
(. 10 u’. (6.0.- ", 4: 1)» (00 1% 3 (3-1 1 0 
an a 
AA DEM EN.CH 
s9| 13 6 0 Öl (16, 0) (= 0 X) nen je 0, 0% (3; i £ Ä 
(1 4 0)» & 10,1): - n % Co) Ze 0 
(1 N n) (_2 Id 
je 1 
[211080 0» (0.0): (00 0) (0, 0) (0 0» (40, 0): 
=8 Di = = 
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D | Anz. Reducirte positive ternäre Formen für die Determinante — N. 
012.0: (0 © o) = 06 Bu "): D 5 o) (0, 0 1) “ 20) 
DIENEN 
( 0 rn (- re), (0) 1, 1-1) 
17100 u (10,0): (- 9) u; (0,0, 0) 3 D 0) 
er Y) (1 \ re 0) ER) er 0 E, A 2 (6 1 
2 1, N) @ Er 10. E) 1 39 Lo Er 
a 0X 0 9) (0,0. 0) (-i 1 0) (0,0 D) Ar! are 0). 
INONELCNU NE RN) eg 9) 
EHEM At 
149) are) 2,32 | 
N LLECNALENFEONGETUINTEN OR 
& E =) Ei 1 DD: & 1) € 1 » 1 -i 0) (6, 3 [) 
EITWETON ER NEN VENEN 
1111100, 0) 00,0)» 1.6, 2 ec A [e © ) [&,7) 
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35 


96 

























































































98 

















Redueirte posilive ternäre Formen für die Determinante — D. 
2, 2, 3,4,9 
ED 2-10 (3,00): Gr)» +31 
zum | do] .. 
17 (6 ' 2), 00 Y3 =, (1.0.0) (0.0.0 (1,0 0): 
| 
| = NEE =‘) ==) dh =? 

- 3, 2, 5,10 
[ETDNETDNELDTEL NER) 
| =? ) Oi 0=A 

| u ‘ 
(Gr): 1 0 1) @ ı 1) ty N (0:0 0, ui 
| dem] NEW) =) =) 
BT 2 1,4, - :4,5,20 
33 He 0, >) E “ >, G ö 0) \ % 0) (_2 0, fo (2) 5. 0,’ 
nn 04 dA d=? 
| ‚7,15 1,8,1 1,10, 1C 1,11,11 
| | fi 5 “ ea 0, 0)» Ir 0. % un‘ N 5); (_2) 0, A} (_3, 0,0) 
| Oi ==?) dA 04 0A Oh 
2, 2, Bf 3,11 
| 2 ei anti \o RD o) e: ü Et 1,0 0); S 8) (6 —1, 0)? 
| =S$ / ) do? 
| 
3, 9, % 3 
| ( 2 = 6 f wr) a \ 0) ( \ ar 0): er ): (2) R 0): 
O4 dA dh d=4 
6, | 4,4, 9 45,3 4 
6 “ A .@ —2, > 1 2, 22): in 1,0, 0); (1-2 ni (do 0, > 
| A} OA of A 
| 
| 128-2) (22) (22 2 1) 
| =? d=4 
x 1,2, 49 ro 14 2, 33 3,17 2, 3, 20 
15 r 0, a): (_1’0 0)» (it H) Fer 1): in 0)» Kar u 
o=8 dA =? dh Ln =? 
2,4, 15 11 2, 
21, 1): (3 Keys (1 ee 0, PL: wyR 
d=) Sucht ‘=? in 
2,7, 4,5, 6 
(1 1, >, @r- fer a ri —1, ph (211): 
de?) je O1 d=]1 
1, 1,98 1,2, 49 1, 3, 33 1,6, 17 1,7, 14 1,9, 11 
15 G ii 0) 0.0, 0, » (#0 0)» (_2)0) 0): (0) 0, 0)» er, 0, 0/° 
=? =? A =? 
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98 |s.o. 


991) 24 


1001| 22 











en, 1 - m ee 


d=4 = 


KIReH, 2 a ) 
Pa 


=? dm? 


++ 0, dr? ar >. (e 


o—=8 OA 


N , 4? 4 5, I0\ /2, 


») 


3 4 B 


Od] 


„un 
1,0, 0)° (0. 0.0/° 


0=? !=N 


3, 33 / 25 | ‚2 
Ka DL (33 0) ER 0. X) 


du? 


2 0) (6 0 '): oh N »: ( E- 


do=4 oA = 
e —_ o): (6 . 2u 6 
dA = 
ee + GR y, 
o=8 =? =] 
# Be: a (2 : 2)» (4 12). 
FR J—=| =) 


=) 


>, ” 
Ku 


10, 10 2, 2, 33\ 
0, 0)’ (0, 0, —1/’ 


Dh 0==1?2 


(% 6, 
\0, 0, 


"4 


4 > 


d==1 


0.0 0) (00 0, eh (9) ‘ ): 3 0 rn: (0 


JA OA 


KONLWETONFE 


o=8 o=8 do? 


DEE : (2 
=? 3m? 


dm? 


= 1) Ge ie (9 


d=6 





4,5,5 
0,0,0 
= 


1,0 


2 


) (0.2. 


0==4 


a gg 
’ ) 
NEO" 


t ( am 


w 3,6, 7 Sa 
3,0,0)° 1,3,07° 


dh ) 


1,5, 20 4 
0,0, 0) e 21 u): 


NEE 


pE (6 ao &; ; Di 


JA 


\,-1 0/° 


= 


6, n, KR; 3, (& u N 
2 


0» (0-1, a} 


=] 




















. ish 12. Eisenstein, über redueirte positive ternäre quadratische Formen. 
II. Tabelle der unergentlich primitiven positiven lernären Formen für alle 
negaliven Determinanten von —2 bis —100 *). 
D Anzahl | Kedueirle positive ternäre Formen für die Determinante —D. 
| 2» 99 
| 1 (179) y 
| = 24 
| 39 >) 
| I / wu. ki - 
61 2 (0,0, 1): 
| | 72,2, 4\ 
ci Ba 5 
| 0=h 
22 2.4 
‘e)| ) nr | 
ee % (1 —1, 2377: (& 0, —1 
| | ON d=]” 
| 2, 3,4 
u (0.1.0) 
| d pas f 
| 
| (2,2, 6\ 
| mt 
| 2,2, 6 
18) 1 0,0, 7), 
| e==1? 
| 
2, 2,6\ (2,44 
» | ‘) / ’ ’ ’ } 
V m Koi 1.0)' (2,1.4J 
| o=—=N dh 
| 2 2,2, 8 
9 r [ ws \ 
| * \(0,—1, 1.0) (11 1, Äh 
4 
(2,2, 2,4, 4 
*), & 
e.® 6) a) 
96 ( 24, 8 
26 1 \—1,0,- Pr y} 
| =? 
| 
Tr 2%, 28 Be 2,4, # 
2 he) 3 2, ): & u : 
-s Bo 0 Gi (0,0, —4) 
| P d= ; =) =i 
*) Für diejenigen Determinanten unter 100, welche in dieser zweiten Tabelle nicht 
vorkommen, finden keine wneigentlich primitiven Formen Statt. Es sind dies alle unge- 
raden Zahlen und alle ungeraden Potenzen von 2. 
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D | Anz. Reducirte positive ternäre Formen für die Determinante — D 
301 3 (0 4 10) O0 6, -) E: 0) 
ul» [ain.@i9 
ee 2, FERH (2-20) (122) 
35) 2 ar u SEHE 
Jelein.c 
42| 3 en % 4 0); (0 ' 1) 
13 “ 4 »» 6 Rn 0): er 
16| 3 a: ) 2) e£ 249) 
“d 1m FOR: : ) 
Bu 
. ER 
s2| 4 1-10» (5 D> (-2n0)- (ann) 
se 5 ei rn} 0.0.) 10 0, D Kr, nn) 
56, 8 Der, et) (0) 4 
583 (7 n (N 4-1 1 o (30 8) 
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D Anz. Reducirte positive ternäre Formen für die Determinante —D. 
ei | 2, 2,16 2,2, 20 2,6,6 a 
60| 6 ( 0) (0) 4) (6 BEN oo (4 1, 1)» 6 0, Am! (12 
| | I=N d=1? Sand Ei OA er 
en, er 2,16 2,4,8 2.4, 10 
623 (0 1, 0): (_1 0, 0)» 1, 
= Pad: - 
| Be 2,6, 6 
6412 (7 1» (10.1) 
| —=1h =?) 
ol 4 |/%2, 22\ ar 2, 6, 4,4,6 
66 | 4.0. 1) )> (6 . 1) (2 $ 
| d==1? u 3m? 
‚4,10 10\ 74,4,6 
081 4 u dr: (2. - -1, 0): (232: 112): 
| 8 do.) =? 
4: 2 Er EM 2,4, 10 2,6,6\ 72,6, 8\ 
v 5) 1(0' ei 0); (4 n, 0,0, Bet? Er, 0, 0)» E 1, 1,1) 
| O4 FR o=e4 = 2 
ud 2,2, 24 2, 6, 
2 z 00.1)? —3, —1, >) 
| o=—=1?7 d==A 
" ‚2, 410\ /4,4,6 
4.2 (71 0» (12V)- 
| ==.) =] 
rn r&% 38 RER (2 4,10\ 72,4,12 i 
65 (7 _ı 0): (7 0. 0): (27 1) (7 BR 
| d=S A Oo=4 do=?2 )=2 
A 2. U. (%2, 26 2,4, 10 2,6,8\ 72,6, 
59 |(o, =, 0) ( (0, 0, —1, 108 0. 0)’ (3. 0, 0): er, $, 1 
| | O4 do]? =?) 04 
ao 1724, 12 2,6, 
0311 1» (220-0 (1 1, Ar 0 | 
| d==? do=? PER 
| tue 2,6,8 
324 (1.1 1); (20 0. Mh (3 FERN‘ 20); (1 1.1)° 
| —h =? d=? d=?2 
h ( 2 2,2 2, 4,12 14,6, 
54 « 1, —1, 0): 7,4 —2, —1, 0)» : 1 , 
| = ==]? di Oi dm? 
| 4,4, 8\ 4 6,6 
(1 2,2)° (3 22)" 
d=4 Od=mA 
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I) |Anz. Reducirte posilive ternäre Formen für die Determinante —D. 
u. 2, 2,22 2,6, 4, 
56| 3 m. 0) @ 0, de; (9) 1, 
d=4 =? 
| r 30 2, 6, 4,6 
u; © 1) (0) era) () eı 1,0 
PR — 


MTENERN TON WORTENEN 
=? 
os | 4220.64. @h9. 40.649 


us [049.639 9.619. 
0-4 6 d=? 


96) 4 0 0 En) =, =) wo n) a 21) 


‘==? "4 !—) 





OS 2,4, 14 
38) 1 “Pr a 


O4 


EDEN HN ERD- ED 
dm? 


= 
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postliwe ternäre quadratische Formen 


Redueirte Formen für die Determinante — 385 — — 5.7.11. 


Formen-Anzahl = 59. 


15 Formen mit der Determinante — 5383 


3, 6, 23 737,0 3,8,18 
6. Be Br N 


/ >. 6, IN Pr u 
(—1,0,—2)° (3.2. 2)» (_ 


76,8, 11\ un 2 En 
(3,1, 3) (2,3, 3) En 2) 


25 Formen, für 


Wr 1 
3.10» > i Ä 
0 ge, E: Puh 010 
(A ee 


17 Formen. für 


1,5, 1,7 a . 
00 0) 0,0, 0, 07? er 


/ 9» = 
er o RO 08 Qu 53), 


a, 11, 18\ 
m © (00) 


11,12\ 73.13.13 
r obie #3 


19) ( 6. 
2 = 20): (0,0. 


), deren Transformationszahl 6 —1 


8. I, ( ars e nn, > 


Au 


5,8, 10\ 75,8 er 
To): Ge); (254 Bi 


welche ö=2. 


> 


DR EEE OEM. 


a.» nm 35 


| 2,14, 17 = 
(_3 0)» 6, 4)» u 


(6 7,1 
—1, nr en 0, = 


>, 6, 13 ( 5 pr 11 ei 
‚dv, 0). EN Re”, 0): (0. _1.0) 


welche d =4. 


GIER LIED, 


En 


“, 19 )) 
0, 0): 


ke We ON ze 6. dd N\ 
0,—1, 0): (u? 


11\ [ E, Sn 
4): 3.0.0)» 


EN 


2. m 
+ _1 0)» 


Je eine für welche ö=6 resp. ö—=NM. 


(2,2, 129. 
(1.1 1)? ( 0, ) 


Oh 


(Im nächsten Heite tolgt ein 


Anhang zu diesen Tafeln.) 


Berichtigungen in dieser Arbeit. 


Seite 142 Zeile I? v. o. lese man oberen Coelfitienten statt Coefhieienten 


16? 7 v. wm lese man b +?) 


statt 2U’ +5, und ?b 4-5 statt ?b 41 
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13. 


Sur lintroduetion des varıables eontinues dans 
la theorie des nombres. 


(Par Mr. ©. Hermite, examinateur d’admission a l’&cole polytechnique, a Paris. ) 





I. 


Amens depuis long-temps par des recherches sur la theorie des 
fonctions elliptiques et Abeliennes, a diverses queslions d’Arithmetique transcen- 
dante, je viens oflrir aux lecteurs de ce recueil, quelques uns des resultats 
auxquels je suis parvenu, et les principes de la methode que j’ai suivie. Ces 
resultats sont relatifs surtout aux nombres complexes, consideres en general. 
ou plutöt a la theorie de certaines formes d&composables en facteurs lincaires el 
dont on verra plus bas la definition. Pour la methode, son prineipal caractere 
consiste dans l’introduclion par un procede general et tres simple, de variables 
continues. qui font dependre les questions relatives aux nombres entiers des 
prineipes analyliques les plus el&mentaires. C’est la surtout, ce que je me 
suis propose de faire ressorlir avec Evidence, en revenant m@me sur une des 
Iheories exposces avec tant de profondeur et d’elegance dans les „Disquisitiones 
arithm.” (la distribution en periodes des formes de determinant posilif ). pour 
la presenter sous un nouveau point de vue. (uant aux questions nouvelles 
que j’ai essaye de traiter, je suis loin de les avoir approfondies aulant que 
je laurais souhaite; aussi je demande l’indulgence du lecteur pour ce que mon 
travail aura d’incomplet, esperant par la suite y revenir et le perfeclionner. 


11. 


On connait toute l’importance du probleme general, dont l’objet est de 
distinguer, si deux formes sont @quivalentes, ou non, et de trouver dans le 
premier cas toutes les transformalions de l’une dans l’autre. Je m’occuperai 
sous ce point de vue, des formes quadratiques definies, A un nombre quel- 
conque de variables. et des formes binaires de degre quelconque, pour pre- 
senter d’une maniere nouvelle, ce que j’ai deja dit tome 36 de ce journal. 
J’essayerai ensuite de fonder la theorie des nombres complexes, sur l’etude 
d’une serie parliculiere de formes, que je definis de la maniere suivanle. 
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Soil 
fu) = u" + Au” Bu” +... -- Ku--L = 0 
une equation irreductible A coefficients entiers, et 
su) = mut pn”... Ft rnuU-ts; 
une fonction entiere de %, ä coefficients entiers: l’expression 
Norme {Xy, (u) + Yos(u) + ++ Vy,(u)} 


sera evidemment une fonction homogene et a coefficients entiers des n variables, 


A, Y,.... V. Je nomme encore, f, le determinant du systeme 
u ee 
BE 5 
U en 9° 


Cela etant, jassimilerai a l’ensemble des formes quadratiques de meme 
determinant, toutes les expressions 


E i A a 
D = — Norm {Ky(W+Ypu) ++ Vy,(w) 


dont les coefficients se reduiront a des nombres entiers. Ainsi il faut con- 
cevoir que la fonclion f(w), ne changeant point, on alttribue ä 4 la serie 
indefinie des valeurs entieres, puis qu’on prenne pour chaque valeur de 4, 
tous les systömes de nombres entiers, m, 9, .... s, qui donnent a la Norme 
le facteur 4. Distribuer en classes distinctes, toutes les expressions ?, obtenues 
de la sorle, sera la question fondamentale d’une theorie analogue ä celle des 
[ormes quadratiques binaires a facteurs reels, et qui indique sous quel point 
de vue j’envisage l’etude des nombres complexes. 


La definition prec&dente peut ötre simplifite, en observant que toute 
forme $ a une equivalente, dans laquelle le systeme: 





m, Pı nr SS 
Mm, Pr nn, 5 
MM. Pr Pi 6 
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dont le determinant a p’ valeurs Sf, est remplace par le suivant: 


ur Be ST 
Ds ns WE 
BTL iu as W* 
000 ee u 
Les nombres entiers, designes par les leltres, y, 4, .... £, sont positifs 
et verifient tous les conditions 
4< Öjs h < 0 Pre 2 
ei on a toujours 
er A. 


Ainsi pour chaque valeur de 4, on voit quil n’existe jamais qu’un nombre 
fini d’expressions &, dislinetes. Mais je m’occuperai tout d’abord des formes 
binaires, qui offrent dans des ceirconstances analyliques plus simples, l’application 
des memes principes. 


ill. 

La Iheorie connue de la reduction des formes quadratiques de delermi- 
nant negatif, etant le point de depart des recherches que je vais exposer, je 
le resumerai en peu de mots. 

1°. Toute forme f = ar’+?2bry-- cy‘, de determinant negalil 
b’—ac—= —D, a une equivalente #F—= AX’+2BXY-+CY), oü le coel- 
ficient moyen 2B, est en valeur absolue inferieur a A et C. Considerons 
en eilet, "ensemble des transformees deduites de /, par la substitulion 





2 — mÄ-m,Y 

y=nÄAÄ-{-n/Y, 
m, N, My, N, elant des entiers tels que 

mn, — mn — 1; 


puis reunissons dans un m&me groupe, toutes celles oü le coeflicient de a, 
est le plus petit possible, et choisissons dans ce groupe la forme ou le coel- 
ficient de Y°, est lui-meme un minimum: celte transformee remplira les 
conditions &enoncees. 


Pour le prouver, il suffit de faire voir qu’on ne peut supposer +23 >A, 
puisque 4, est evidemment le minimum absolu de f, pour des valeurs entieres 
26 * 
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des indeterminees, et ne peut surpasser CÜ; or on en concluerait 

AF2B-UÜ<C, 
et la substitution 

X= —-X-+Yr 

Y— — f' 
changerait F' en 

A(—X'+- Y'YT2BY'(-A-+-Y’)+-CY” 
: AX"”+2(+B--AAJA'Y'+(AF2B-+-C)Y”: 

transformee &quivalente, ot un coefficient moindre pour NY est associe avec 
le m&eme coefficient de A”. 


Les formes obtenues par la methode qui vient d’ötre indiquee, se nom- 
ment formes reduites, et il est evident que pour une classe donnee, on a au 
plus deux reduites, qui ne different que par le signe du coefficient moyen. 


2°. Les conditions 


+2B<A 
+2B<C 
donnen!t 
AB’ < AC, 
d’ou l’on tire. a cause de D = AU— B’, les limitations suivantes: 


B’<ıD, AC<4D. 
On en deduit immediatement que les formes &ä coefficients entiers de meme 
determinant, peuvent &ire distribuces en un nombre limil& de classes, puis- 
qu’elles ne donnent qu’un nombre limite de reduites distincles. 
3°. Les conditions +2 B <A, +2B<-C, sont completement caracte- 
ristiques des formes reduites. En effet, supposons pour fixer les idees, B positif, 


et prenons F\x, y) — Ar’—2B.ry--Cy’, les equations identiques 
Fix —1,y) = F(&,y)— 42 —y)—y(4—2B)— 4(2 —1) 
Fa, y—1) = Fa, y)—-Cy—2)— 2(0-2B)—-Cy—1) 


montrent, qu’on diminue la valeur numerique de la forme, en diminuant d’une 
unite, celle des deux indeterminees dont la valeur absolue est la plus grande. 
On conclut de la, que A et Ü sont les deux premiers minima de F', pour 
des valeurs entieres des indeterminees; le troisieme minimum est A—2B--C. 
Cette demonstration de la proposition enoncee est due a Jegendre; je me 

















Ä 
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suis servi de la propriet& importante des formes reduites sur laquelle elle 
se fonde, dans ma recherche du minimum d’une forme ternaire definie, pour 
des valeurs entieres des indeterminees, dont l’une est supposce egale a l’unite. 


IV. 


Comme premiere application des r&sultats pr&ecedents, considerons la 
forme suivante: 
‚2 
f = (—-ay)?-+-- s 
ı 9°? 


dans laquelle a et 4 sont des quantitees reelles quelconques; soil 
F= AX°’+2BXY-CcrV 
sa reduite, el 
x = mX-+-m,Y 
y= nXÄ-+n,Y 
la substitution propre ä l’obtenir. La condition AU < 4D donne pour le 
coefficient minimum A, la limite y(4D); on a d’ailleurs: 


1 u are - 
Zr em (m — an) -- FE ? 


Ba 








done: 


Pour une valeur donnee de 4, on peut toujours determiner deux entiers 
m et n, tels qu’on ait: 





, PETE - Bi; 
m—-an) T Zr <TyVs- 


Or de la se tirent plusieurs consequences: 


etant toujours 





. ) n 
1°. Le produit des deux facleurs (m—.an)' ei Te 
. h) .. . 1 2! n” u n . E 
inferieur ä son minimum, savoir 4 (m — an)’ -—- za, on aura a fortiori: 





n? 1 


(m — an) 7 38 


ou 


1 
n —an <_ ny3 


On a d’ailleurs a la fois: 





| ’ ö © 
| (m— an" <—y}; F<zV ou "<Ay4; 
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done, on peut approcher indefiniment d’une quantit@ quelconque @ par des 


Milide m m u 1 
fractions — de telle sorte que l’erreur — @ soit loujours moindre que 7° 
t 


.V3 


2". Les deux enliers m et n, donnant pour une certaine valeur de 4, 


! 
P/ 


le minimum de /, on ne saurait avoir deux autres nombres entiers m’, n 
tels que w’ soit —n el (m’— an’) <(m— an)’, donc, m— an reprösente un 
minimum absolu de la fonction lineaire @—ay, relativement ä toute valeur 
entiere de ., ei a des valeurs entieres de y, qui ne surpassent pas n. Donc 


m . r . 
encore — approche plus de a, que toute autre fracliion de denominateur 
| 


moindre, car l’hypothese » <n, entrainant (m’— an’) > (m—an), on en 
deduit immediatement: 


m! Pr m ' 
——öß > io 6). 


Pe 


n' n 
3°.  Laissant de cöl& la recherche complete de tous les minima de la 
. .oo. , . \ ac 
fonclion — —4, ces minima elant relatils a des valeurs entieres quelconques 


de z, et ä des valeurs enlieres de y, inferieures a une limite donne, qu’on 
fait grandir indefiniment: je considere deux minima consecutifs de f, auxquels 





correspondent deux systemes distines 2=m, y=n, puis 2—=m, y=n. 

On deyra concevoir deux valeurs infiniment voisines de 4, auxquelles 

apparliennent successivement les deux sysiemes, de sorte qu’en designant par 0), 
une quanlite infiniment pelile, on ait: 
} 


; ” 1 
/ AU ME —ı4 
m — an) - Ze Vs: 


n'? 1 


(m — any 4 —— YR. 
\ Tears = zr513° 





en meltant la seconde inegalitle sous la forme 


* 
n'? 


> ı 1 N 
m’ — an) + —r < zVtte 





g etant encore infiniment pelit; et multipliant membre a membre, il viendra: 


Me PR, Br) Ge 4 . 4 I 
m — an)(m —an) + —-) — < + —y%. 
({ i ( ) | | A 31? + A v3 


On en conelut, en negligeant &, vis a vis des quanlites finies: 





nn’ — nm) < 4, 
et par suite: 


mn — nm — +1. 
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Cette relation prouve entre autres choses, qu’etant donnees trois fractions 


EN m m m" ' 
conseeulives, —, 7, —y, on aura celle loi de formation: 
t 


m’ — km'+n, 


n' — kn’+tn; 





k etant enlier. On peut toujours en eflet supposer deux inconnues, %k, 1, 
definies par les deux &qualions: 
m" — km! Im 


kn’ --In, 


| 


mn — nm! 





lesquelles donnent ! — — +1, le numerateur ayant aussi bien 


m'n — mn! 


que le denominateur, l’unit@ pour valeur absolue. 


7 

Ce qu’on vient de voir sur l’approximalion des quantites par des fractions 
rationnelles, &tait connue par la theorie des fraclions conlinues; en faisan!t 
dependre ces resultats de la seule notion de formes reduites de determi- 
nant negatif; j’ai en pour but de donner un premier exemple de l'emploi 
d’une variable continue, dans une question relative aux nombres enliers. et 
aussi de faire voir comment cette longue chaine de verites propres a l'arith- 
melique transcendante, se lie dans l’origine, aux @lements de l’algebre. La 
recherche complete, des conditions d’equivalence de deux formes de deter- 
minant negatif, se prösenterait maintenant, comme cons@quence des resultats 
qui viennent d’etre obtenus, mais je ne saurais pour cela,. que reproduire 
l’ouvrage möme de Mr. Gauss. Laissant donc de cöt& les propositions impor- 
tantes qui se rapportent a l’equivalence propre el impropre aux formes am- 
bigues, j’arrive a la theorie des fonctions homogenes telles que 


f&y) = Wr" +a,c”" 


1°. Designons par x --«y les facteurs lineaires reels, et par = --PY, 
x£--yy les facteurs imaginaires conjugues de la forme proposee, de telle sorte 
qu'on ait: 
f(z,y) un 
(Et y)atay)....(@rey) (+ Ay)IEet NY). ath,y)(a+ryY) 
ei 
u+-Rvr —n; 
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composons ensuite, avec ces facteurs, et avec des quantites reelles, 4, %.....-. 
lt. U, .... la forme quadratique definie: 


yay) = Hatayytletay)te-+heta,y) 
++ yet nt + ul B, yet) 
Cela elant, on concevra qu’on calcule la suite indefinie des substitutions 
propres A reduire 9, lorsque les variables # et « passent par tous les 6tats 
possibles de grandeur. Chacune de ces substitutions, faite dans f, donnera une 
certaine transformee; nous designerons leur ensemble par le symbole (f}). 
Or une premiere observalion consistera en ceci: 
f et F' etant equivalentes, (f) et (F') seront composes des m&mes formes. 
Pour le demontrer, soit 
x — mÄ+mY, 
y=nA-+nY, 
la substitution qui change f en 
F= 4X"+4X""Y+..4+4,XY""14, 7"; 
posons 


i m, ten, h m, + Pn, ’ m,+tyn, 
a @ ma r a —— a 
m-+an m-+Pn m+yn 











on aura 
F—=A(X+aY)..(X4a,Y). (X-bY)X-+cY)..(X+b,Y)\(X+c,Y), 
et la forme quadratique P, composce avec F comme g avec f, sera: 
$=T, (XA-+aY)+.-+T,AX+2,Y7)+4+20/X+bY)\A+caY)+ 
+ RU (X-+b,Y)\X-c,Y) 
Cela pose. si lune des formes de (f) a et& obtenue en faisant dans f, la 
substitution propre a reduire g, lorsqu’on y suppose en general 
= T, E == u; 
je dis que la meme forme se trouvera dans (F'),. et aura et obtenue en 
reduisant > dans I’hypothese 
T’ — !(m+ton), U’ = v’(m-Pn)(m-yn). 

Soit pour abreger, P, la substitution qui transforme f en F, et ®, 
substitution propre a reduire p; on verifiera d’abord immediatement que par 
la substitution P, g devient $&: donc reciproquement, par la substitution in- 
verse P', $ devient y, de telle sorte enfin,. que g et ?, se changent en 


une seule et meme [orme reduite par les substitutions, ( et P'.Q. 
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Maintenant ces deux substitulions, failes respeclivement dans f et F\, 
donnent une m&me forme; la substitulion inverse P', ramenant tout d’abord F'ä f. 
Il est ainsi prouve que toutes les formes de (f) sont dans (F'); la 
reeiproque est @videnle, car on peut raisonner de F'ä f, absolument comme 
on l’a fait de fa #5; (f) et (F) sont done identiques. 
2°. C’est parmi les formes dont l’ensemble a et& designe par (f, que 
nous choisirons une reduile pour representer la classe entiere ä laquelle ap- 
parlient f; dans ce but nous allons etablir quelques resultats preliminaires. 
Soit, pour un systeme determine de valeurs de Z et u, 
x — mAÄ-+m,Y 
y= nAÄ-nY, 
la substitulion propre a reduire p; en conservani les nolations precedentes. 
la transformee reduite & sera: 
p = TA+aY)+.--+T,(A+a,Y)-2UX+bY)A+cY)+.-- 
+ -2U,(X-+b,Y)\X-+-c 


les quantites T' ei U ayant pour valeurs: 





IT’ —=t(m-+en), U’ — w(m-Pn)(m--yn). 
La transformee deduite de f, par la meme substitution, sera egalement repre- 
seniee par 

F—= 4X"--AX""Y-...+-4_",XY"'+4,7" 


—=A,(A-+aY).... A+a,Y)(A+ Y)X-te, Y)... XÄ-b,Y\A-+c,Y). 
Soit encore, pour abreger, 

DD —= PMP-RQXY-RY, 

de sorte que 
T?+ +. + T2+20?+....+202 — P 
31T, + +3,17 +2b07 +. -+2b,c,U; —=R. 

On pourra faire en general: 

T oyP. EB == ®yP, 

aT yyR, y(ebe)U = wyR; 

les quantites, w, @, d’une part, 9, w, de l’autre, donnent les @quations cor- 
respondantes 


\ 


| 


| 


tet t2mit er 2@, 
At trat ite 2 


Crelle’s Journal f. d.M. Bd. XLI. Heft 3. 27 


\ 
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Enfin nous remplacerons l’equation unique 
y(be)U = wyR., 

par les deux suivantes: 

bU — wyR.e, cU= wyR.e” 
), elant l’argumen! de Fimaginaire b. Cela pose, nous transformerons comme 
il suit. l’expression en facleurs lineaires de F. Multiplions les facteurs reels 
AÄ--aY par T, et chacun des facteurs imaginaires conjugues, Ä+-bY, X--cY, 
par U; on aura d’abord: 

ea Pr 

TX-aTy) UAÄ-bUY)UX-cUY.\....; 

puis en niroduisant les quanliles ®, ®, , ı, et representant, pour abreger. 


A u °C Pe U, par (TU): 


Es (oyP.AÄ--yyR.Y)(oj P.X-e’wyR. Y, 

(oyP. A- eT “wyR. RER 
Or telle est l’expression de #', a laquelle nous voulions arriver; par une simple 
raison d’homogeneile, on en deduit cette cons@equence imporlante, savoir: 


Le produit de deux coelficients de F', egalement eloignes des extr&mes, 
s’exprime de la maniere suivanle: 


4;4, 





la quantit& designee par (2), dependant seulement de w, @, y, w et 4. 
On a par exemple 
A? (PR): 


' 2 a 2 
AA, = (TU); Der de Prrre Pur Dr WWW, 





/ 


3°.  Celte quantile (2), qui est evidemment reelle, a une valeur nu- 
merique essentiellement limitee, et dont le maximum s’oblient, quel que soit >, 
en annulant les arguments 4, et en faisant 


— 


dm week =ym=V=-7; 


on obtient ainsi la limite 





4 —(e n—1. en 


.* 


Je pense pouyoir supprimer la demonstration. qu’on trouvera sans peine. 
pP I PP D 
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4°. I n’a point eie introduit jusqu’ici que la forme quadratique & 
fut reduite. Or cette condition donne, en represenlant par D le determinan! 
PR—Q', { 
PR < 4#D, 
d’ou l’on deduit la limitalion: 





nen“ 
A:4,_; < (4) (2)- Tr 
i#n—i ur ’ ( / (TI \2 
On est ainsi conduit a etudier avec atlention l’expression 
6 AD" 
(TU)? 


ei en premier lieu a chercher comment elle depend des variables #, w, reslees 
enlierement arbitraires. J’observe a cet ellet, qu’on a 
A, = f(m,n) 
a,(m-+-eo,n)...(m-+o,n)(m-+ P,n)(m--yYın)....(m+-/,n)(m--y,n). 
On a pose d’ailleurs 
T’ = t’(m- on)‘, U?’ — w(m-- Pn)(m--yn). 


et on en deduit immediatement que 


> 


A, 2 a, 

(TU (tu)’ 
En second lieu le determinant PR— 0° de $, peut etre remplace par le de- 
terminant de Y, oü n’entrent que les variables / et «u; on a ainsi: 


a,D'" 
Ah (tu)? 


Telle est donc la fonction de ?, «, et des quantiles propres seulement a la 
forme f, et qui sert a limiter les coefficients de toutes les formes conle- 











nues dans (f)-. 
5°. I importe de bien voir comment celte fonction 6, est lice ana- 
Iyliquement a la classe entiere des formes equivalentes a f. A cet effet con- 
siderons une transforme&e quelconque F', deduite de f, par la substitution 
x — mÄ+m,f}, 
y= nÄ-+nfY. 
La fonclion ©, relative a F\, s’obtiendra en remplacant dans #, les quanlites 
. h % 
respeclivement par 
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Mettons encore ä la place des variables Z et v, de #, d’autres lettres 
T et Ü; cela fait, je dis que 6 et ©, coincideront, en prennant: 
T’ = t(m-+ on)‘, U’ —= u (m-- an)(m--Pn) 
\ I ’ I we“ 


Effectivement, on trouvera comme tout-äa-l’heure: 


) > 


A a BIN a n 
(TU) (tu)? 


D’autre part, ainsi qu’on l’a etabli precedemment, la forme quadratique &, 








composce avec FF, de meme que g avec f, savoir 
$B—=Tı(X+aYY+.- +7, X+2,YY+U(X+b,Y) A +) + 


du 


ou bien dans [hypothese admise: 
P=hm+ean)A+aYy)’ +. +i(m+a,n’X-+a,Y)-+ etc. 


se deduira de p, par la substitulion 
x —= mÄ-+m,Y, 
y= nAÄ+nY; 
done les determinants de ces deux formes seront les memes; donc le rapport 
elabli entre les variables de ©, et celle de 9, rend ces deux fonctions identiques. 
Dela se tirent deux consequences imporlantes. 
Premierement: les fonctions # et ©, relalives a deux formes &quivalentes 
f et F, prennent les m&mes valeurs, lorsque les variables passent par tous 
les elats de grandeur, et ont meme minimum. Ce minimum sera pour nous 





la definition de delerminant de la forme binaire de degr& quelconque. 

Secondement: les formes quadraliques g ei $, deduites de deux formes 
differentes f et F\, avec les valeurs de £ et « d’une part, T’ et U de l’autre, 
qui donnent le minimum des fonctions 9 et ©, deviendront @quivalenles en 
meme temps que f et FÜ Ainsi > se deduira de y, par la möme substitu- 
tion que F de f. Pour rappeler cette propriete, nous designerons dorenavant. 
la forme quadralique p, la correspondante de f. 


v1. 

Les consideralions pr&ecedentes nous conduisent a nommer formes binaires 
de meme determinant, l’ensemble des fonctions homogenes de m&eme degre, 
pour lesquelles le minimum absolu de la fonction $# aura une meme valeur. 
Nous donnerons aussi le nom de reduites d’une forme f ä la forme unique, 
ou aux formes de l’ensemble (f), qui correspondent a ce minimum de ®. 


Cela etant, on elablira facilement ces proposilions: 
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1°. Les formes equivalentes ont les m&mes reduites. 
Supposons que le minimum de la fonclion 9, relative a f, s’oblienne 
pour les valeurs: 
ir, u = v, 
le mäme minimum de la fonction ©, relative a une transformee equivalente F', 
deduite de f, en faisant 
x = mA-{m,Y 
y=nÄ-nY, 
correspondra aux valeurs: 
IT’ — T(m+on), U’ = v(m-Pn)(m--yn). 
Or il a &t& demontre plus haut que les formes de (f) et (F"), correspon- 
dantes a des valeurs de /, v, T, U, lices de celte maniere, &taient preeise- 
ment les memes. 
Cette proposilion fait dependre l’equivalence de deux formes, de l’ega- 
lite absolue entre les reduites, ou les groupes de reduites qui leur correspondent. 
2°. Les formes a coefficients entiers, de m&@me determinant 6, se 


distribuent en un nombre fini de classes. 
Toutes ces formes ne donnent en effet qu’un nombre limite de reduites: 


car ces r@duites Elant representces par 
ER F 7” | } YVn—1lWV | } wu 7, 
E' == A,X"+4,X" y I +44, ,X} +4,} 5 
on a pour toules les valeurs du nombre entier ?, de zero Aa n, la limitation: 


1 /n.n—I n—i+1N’ 
4,4,,<(pr. Zt. SFr: 2, 
ı n—ı ee (3 / n" 1 . 2 .... N u 





vi. 

Pour premiere application des principes qui viennent d’etre exposes. 
nous considerons les formes quadratiques a facleurs r&els. Alors la fonclion ®, 
comme on le voit immediatement, est independante des variables f,, &,, el 
se reduit a l’expression connue du determinant. On a alors l’exemple unique 
dans les formes a deux indetermindes, mais qui se reproduira dans la suite 
de ces recherches, et un peu plus etendu. d’un nombre infini de reduites, 
pour une forme donnee. Effectivement les variables /,, {, restant arbitraires, 
les reduites d’une forme f, donnent l’ensemble designe par le symbole (f), 
et il s’agit maintenant de les obtenir par la r@duction continuelle de la forme 
definie $, lorsque les variables passent par tous les &lats de grandeur. Pour 
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employer les notalions habituelles, nous poserons: 
f = ar --2biy-+cy = alt+oy)(c- ey): 
on aura: 
ih u)’ 


Be 7% — a(a— a) —= 4(b’— ac) 
1 | 





' Ey 
et en introduisant dans , le rapport (2): qui y figure seul au fond: 
l 


g = (e+ay)-+4c-+e'y), 
de sorte que l’ensemble (f‘) des reduites, s’obtiendra en faisant dans f, toutes 
les substilulions propres a reduire g, lorsque 4 varie d’une maniere continue 
de zero a linfini 
En restant dans le cas general, oü les coeflicients de f, sont des quan- 
tites queleonques, nous nous fonderons d’abord sur l’observation suivante. 
1°. Concevons qu’on altribue aux indeterminces de p, tous les systemes 
possibles de valeurs enlieres; soient consideres toutefois comme distinets, deux 
sysiömes lels que x, y el —r, —y, el qu’on range par ordre croissant de 
erandeur les valeurs obtenues: 
On aura ainsi une suite qui dependra de la valeur de 4, ei que nous 
designerons par le symbole (A); en ayanl soin, si plusieurs sysiemes des 
indelermindes reproduisaient une meme valeur de %, de les r&unir pour 
les comprendre dans un meme groupe. 


h) 


Cela etant. faisons croilre /, d’une maniere continue de zero Aa linfini 
posilif, el cherchons comment s’introduisent des changements dans l’ordre des 
termes de l’ensemble (2). J’observe a cel ellfet, que tous ces termes sont 
des fonclions conlinues de A, de telle sorte qu’en passant d’une valeur de- 
termince 4,. a une aulre infiniment voisine, A,-- di, on n’alterera jamais l’ordre 
de deux lermes consceulifs, lant que leur difference sera une quanlite finie. Mais 
considerons que les groupes formes de la reunion de deux ou plusieurs termes 
ollrent pour la valeur parlieuliere 4,, des valeurs numeriques egales; on voil 
clairemen! que deux termes reunis pour A=/4,, auront d’abord ete separes, 
puis auront inlerverlis leurs rangs, en passant d’une valeur un peu inferieure 
a une valeur un peu superieure a 4,. Car en representant A par une abscisse, 
ces deux termes seraient les ordonnees de deux droiles, qui apres leur inter- 
seclion, changent de position relalive par rapport a l’arc des @. ÜC’est donc 


toujours en devenant egaux, que deux termes conseculils echangent leurs places. 
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pour entrer dans une suite nouvelle. Avec celte observation bien simple. 
l’operation arithmetique de la röduelion conlinuelle de g, pour toutes les valeurs 
positives de A, de zero ä l’infini. devient facile a saisir, comme on va voir. 


2°. Prenons pour point de depart, une transformee reduite de p, dont 
les coefficients extir&mes soient inögaux. Ces coeflicients representeront, comme 
on l’a etabli, les deux premiers minima de g; done, lorsque 4, croissant d’une 
maniere conlinue, atteint la limite au dela de laquelle une nouvelle reduite vient 
s’offrir. une ou l’autre de ces deux eirconslances aura necessairement lieu. 
Ou bien, le troisieme minimum deviendra @gal au second, puis le remplacera. 
ou bien les deux premiers minima deviendront eux meme egaux,. et inter- 
vertiront leur ordre. Le premier cas pourra d’abord se presenter plusieurs 
fois de suite, mais le second finira n@cessairement par arriver; car a moins 
d’etre independant de A, un mö&me terme ne pourrait toujours @ire le premier 
minimum. Il est evident d’ailleurs, quil n’aura lieu qu’une seule fois; ce qui 
conduit a le considerer d’une maniere parlieuliere. Nous nommerons done 
reduites principales, les formes de (f'), auxquelles correspondent des reduites 
de p, dont les coefficients exträmes sont egaux; toutes les aulres recevron! 
le nom d’intermediaires. Cela pose, lorsque A, croissant d’une maniere con- 
line, une transformee reduite de p, cesse de l’elre, par suile de l’echange 
du troisieme minimum avec le second: la substilution propre a obtenir la 
reduiie suivante,. sera necessairement 


= ÄH-HY, 

y= Y, 
ou son inverse: 

er —= Ä— Y, 

y ai Y. 


“ 


En effet, le coefficient de A”, reste egal au premier minimum, et celui de Y', 
est bien le troisieme, en employant la premiere ou la seconde substitution. selon 
que le coefficient moyen sera negatif ou posilif. De la m&äme maniere on 
obtiendra donc ainsi toute reduite intermediaire de (f) au moyen de la reduite 
precedente. En second lieu, si une reduite de y, cesse de l’etre, par suite 
de l’echange des deux premiers minima, on aura la substitution 


Y, 
— A. 


zT 


y 


| 
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Mais alors on sera parvenu ä l’une des reduites principales de (f). 
que cette substitution changera en son associee opposee. Et en continuant 
les operations. on verra de nouveau s’oflrir une suite de reduites interme- 
diaires. puis une reduilte prineipale suivie de son opposce, et ainsi jusqu'ä 
"’infini. Nommons, pour abreger, P et Q, les substitutions: 

em ,; “ee MM, 

el 

yo Y y=-Ä4; 
en partant d’une reduite prineipale, de rang quelconque, la substitution pour 
obtenir la suivante, sera Q, suivie de P ou son inverse P', prise autant de 
fois de suite, qu’il se presentera de formes intermediaires, c. ad. OP‘, le 
nombre entier 2 etant posilif ou negalif. Et en general, on peut resumer les 
operalions relalives a la reduction de la forme p, pour toutes les valeurs de A, 
croissant d’une maniere conlinue de zero & l'infini positif, dans la formule 


.OP'QP’ OP*.... 


3°. Les formes de (f), que nous avons nommees principales, ont des 
caracteres dislinclifs de toules les autres, et qu’il importe d’etablir. 
A cet ellet, soil 
F — AX: 1 2BXY-CY: — A(X-ıY)A-+aY) 
une transformee quelconque de f, obtenue par la substitution 
x = mÄ-mY, 
y=nA+nY, 
on prouvera d’abord immediatement que F' appartiendra a (f), si la forme definie 
DB —= (A-aY/Y-uX-+aYy, 
est reduite, en attribuant a A, une valeur positive convenable; et cette con- 
dition est a la fois necessaire et suffisante. Mais si l’on veut de plus que F\, 
soit une forme principale. il faut qu’on puisse faire 
1-1 = a’-10a”; 
ainsi une des deux quanlites a et a’, doit etre plus grande et l’autre plus petite 
que lunite. D’ailleurs, d’apres la valeur de A, & devient 


Pe Zune a LP 2.5 xy). 





done pour que ce soit une forme reduite, on doit poser 


< 





ER 
3a 
ER 
BR 
5 
a 
% 
+ 
3 
& 





15. Hermite, sur Pintrod. des variables cont. dans la theorie des nombres. 207 


Reciproquement, cette condition necessaire est ä elle seule suffisante, car on 
peut l’eerire ainsi: 
41— a) 1— a”) +2(a a”) (a—a’< 0; 


done 1— a? et 1—a”, sont de signes contraires, et il est possible de prendre 
pour $, la valeur parlieuliere 


\,YWı „v2 ee ee. ; /y: 219 1raa vo 
(1—a")(A--al \— d—i?) (A --a} ‚= a—a)(X’+) “ TE A} )» 


qui est bien une forme definie reduite, dont les coöffieients extr&mes sont egaux. 

Ainsi, pour qu’une transformee F'= (4, B, C) soit une reduite prinei- 
pale, il faut et il suffit, que la valeur absolue du coefficient moyen, ne sur- 
passe pas la valeur absolue de la somme des coefficients extr&mes. 


4°. Ona suppose implieitement, dans loul ce qui precede, qu’a une forme 
definie donnee, corresponde toujours une reduite unique. Il en est effecti- 
vement ainsi en general; cependant nous devons lenir compte des cas d’exception. 
qui se presentent precisement dans les considerations pr&ecedentes, savoir, lorsque 
le second et le troisieme, ou bien les deux premiers minima, sont egaux entre 
eux. On a alors deux reduiles qui different seulement par le signe du coefficien! 
moven, et dans (f), deux formes differentes qui leur correspondent. Mais 
de ces deux formes, l’une d’elle repond ä la reduite unique pour une valeur 
de A un peu inferieure. l’autre ä la r@eduite unique, pour une valeur de 4 un 
peu superieure ä celle qui rend egaux les deux minima. Enfin, dans le cas 
plus parlieulier, ou les trois premiers minima seraient lous egaux, on aurait 
une forme definie proportionelle a @+xy--y‘, et susceplible de se trans- 
former elle meme par une substitution de la forme P*'Q. Quaire lormes 
de (f). correspondantes a celle reduite,. seront alors deux prineipales, et leurs 
opposees. 

vn. 

Nous avons toujours suppose jusqu’ieci que les coefficients de la forıne 
quadratique f, etaient des quanliles quelconques. Voyons mainlenant les cir- 
constances remarquables qui se presentent lorsqu’on les suppose entiers. Alors 
l’ensemble (f') des reduites ne comprend plus qu’un nombre fini de formes 
distinctes, puisque leurs coefficients sont limites. Done, lorsque la reduction 
continuelle de y, pour des valeurs croissantes de A, aura conduit a une forme 
deja obtenue. la nalure meme des operalions montre clairement, qu’elles se 
reproduiront des lors periodiquement en faisant croitre A, jusqu’a Finfini, ou en 
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le faisant decroitre, jusqu’a zero. Ainsi (f) sera compose d’un groupe de 
[ormes en nombre fini, se reproduisant une infinite de fois. Nous pouvons 
done raisonner comme le fait Mr. @auss $. 187, pour obtenir toutes les classes 
distinctes de formes de determinant I. Caleulons pour cela l’ensemble (2 des 
eduiles prineipales, en employant tous les nombres A, B, C, salisfaisant aux 
conditions: 





Bi A _ D, 
B? > (440), 


et prenons une d’elles, #. Il resulte immediatement de nos principes qu’ä 
la periode des reduites prineipales de (F') appartiendront toutes les formes 
equivalentes de 42. Celle periode obtenue, on prendra une autre forme & 
de £2 qui n’y soil pas comprise, et on calculera de me&me la periode des 
reduites prineipales de (@). Delä on deduira une nouvelle classe distincte 
de la precedente, et on poursuivra les memes operations, jusqu’a ce qu’on ait 
epuise toutes les formes de 42. Alors on aura obtenu toutes les classes dif- 
[erentes de determinant D, representees chacunes, non par une forme unique, 
mais par une periode repetee indeliniment, d’un petit nombre de reduites prin- 
cipales. Ces periodes ne coineident pas absolument avec celles de Mr. Gauss, 
comme on le voit par la definition des reduites donndces $. 183. Remarquons 
neanmoins qu’elles presentent, comme celles de l’illustre analyste, une serie de 
formes, dont chacune est conligu& ä la precedente, par la premiere parlie. 
En effet, la substilution QP', par laquelle on passe de l’une ä l’autre, est pre- 
eiscment le Iype des subslilulions qui donnent une transformee contigue. On 
pourrait m&me sans doute, caleuler lenombre ?, par la condition que la forme 
conligue soit une reduite prineipale; mais je laisserai cette recherche au lecteur. 


IX. 


Nous avons encore a presenter quelques consideralions sur le probleme 
important dont l’objet est de trouver toutes les transformations possibles de 
deux formes equivalentes, une dans l’autre. La belle solution donnee par 
Mr. G@auss $. 162, depend d’une methode profonde et cachee, qui, si je ne 
me trompe, reparait encore dans d’autres circonstances, p. ex. dans les re- 
cherches relalives a la multiplicalion des classes. J’aurais plutöt, a essayer 
d’en penetrer les prineipes, qu’a y ajouter quelque chose; aussi je me bornerai 


a deduire des consideralions precedentes, ce cas parliculier: 
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Le caleul de l’ensemble designe par (f),. donne toutes les transforma- 
tions possibles des reduites prineipales et intermediaires en elles me&mes. 
Soit #= A(x--ay)(@--a'y) lune d’elles: nous savons que toutes les 
autres r@duites s’obtiendront par la reduction continuelle de la forme definie 
D—= (atay+ Kat ay), 
et cette forme definie, comme correspondante a F\, est elle mäme reduile. 
p. ex. pour A=4,. Soit donc: 


x = mÄ-+mY, 
y = nAX— n,Y 
la substitution qui change F'\, en elle meme; par cette substitution la forme 


1 (x u a 2 .r 0 x La'y) 
(man)? TEN (m-+a'n)? (Tray) 








deviendra preeisement $, quand on y fait A—=4,; ainsi done en reduisanl 


m+tan 


2 
ee) .„ on obtiendra bien une trans- 
m-+an 


la forme definie dans I’hypothese A =4,. 
formee semblable quelconque de F'. 


Maintenant nommons P, la substitution qui reproduit #/, pour la pre- 
miere fois lorsque 4 croit depuis la valeur %,, d’une maniere continue, jusqu’ä 
une cerlaine limite A,; a parlir de cette limite, les operalions se reproduiront 
periodiquement jusqu’a linfini; c’est done la substitution P, prise un nombre 
quelconque de fois qui donnera toutes les transformations semblables. Et si 
l’on considere les valeurs decroissantes de A, de 4, A 4,. on aura dans un 
ordre inverse la m&me serie d’operations, qu’on pourra prolonger &a l’infini. 
dans l’autre sens, et qui donnera pour transformalions semblables la substitution 
inverse P', prise de meme un nombre quelconque de fois. Les m&emes choses 
auraient lieu relativement a la transformation de toute reduite F en — F,, 
lorsque cette transformation est possible. 


X. 
L’equation © — Dy’—1, a une infinite de solutions. 
En prenant en effet f = x=°— Dy’, on a l’une des reduites interme- 
diaires comprises dans (f)), car la forme definie correspondante 


(a+yyDY-+a@—yyDy 
est reduite pour A—=1. Delä resulte l’existence d’une infinite de iransfor- 
28 * 
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mations semblables, telles que 
x — mÄ-m,Y 
y= ınÄ-{nY, 
et toutes donnent necessairement 
mn — Dr’ — 1. 


Pour obtenir la loi de toutes ces solutions, nous emploverons la methode 
suivante. Soit //(z) une fonelion discontinue, €egale pour toutes les valeurs 


J 


reelles de z, au minimum de la forme 


) 


e”” (2-+-yyD/- e" (2 —yyD), 
lorsqu’on y suppose x el y entiers. Je dis que toute solution 2 —=a«a, y=b, 
de l’equation proposee,. donnera un indice de periodicite de la fonction 77. 
On pourra delerminer en ellet une quanlile reelle », telle que 

0” = a--byD, in a—byD, 
ei on lrouvera 


210) = et Dy leid) 
> u: If, Er): 





Or on peut faire: 
2+yyD = (a—byD)\X+YyD) 
2—yyD = (a+byD,X—YyD). 
car cela revient a la substitution au determinant 1: 
x — +-aA—bDY 
y= —_— + dad Y; 
done /I(z--o) ne differe pas de //(z‘. 

Or la fonction discontinue ///z), est neanmoins par sa definition, du 
genre des fonclions parfaitement delerminces dans toute l’etendue des valeurs 
rcelles de la variable: donc, d’apres l’observalion bien connue de Mr. Jacobi, 
tous les indices de periodieite, tels que ®, sont des multiples entiers du plus 
petit d’entre eux. Autrement dit: toutes les soluions 2=A, y=B de 
"equation proposce, se tirent de la solution unique 2=4, y=b (pour la- 
quelle @--dyD est le plus petit possible) par la formule 


A-ByD —= (a-byD), 


? elant un nombre entier positif ou negalif. 


Toutes ces solutions d’ailleurs s’obtiendront en cherchant effectivement 
les minima successils de //(z), ou bien, ce qui est au fond la m&me chose. 





u 








a  y 
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en formant la periode de 2 —Dy’. On a en eflet cette proposition plus 
generale: 

Toute representation de minimum absolu d’une forme a facteurs reels 
[=a(z-+eoy)(2--a'y), sera donnee en cherchant pour des valeurs conve- 
nables de ? et 7‘, le minimum de la forme definie 

p= (stay) +l”(c-+a'y). 
Supposons que f soit le plus petit possible pour 
ve =a, yo b, 


Si le minimum de g dans l’hypothese suivante: 
Bl 


N arte 
n’etail pas donne par le m&me systeme de valeurs, c’est qu’il en existerait 
un aulre: 

I = 4, y= B, 


tel qu’on ait 





A-+aB\’ A+eab\’ _„. 
7; Hess <»e 


or on en concelurait 





eh < 


donc f ne serait pas, contre l’hypothese, un minimum absolu pour 2—u, y=b. 


X. 

Mr. Gauss a encore deduit du developpement de la periode de la forme 
(1,0, —D), la decomposition en deux carrds du determinant, lorsqu’il est un 
nombre premier An--1. Ce beau resultat depend des speeulations les plus 
elevees de l’Arithmetique transcendante, car il repose en entier sur cette pro- 
position , que les formes proprement primilives de determinant premier 4n- 1. 
n’ont jamais qu’une classe ambigue. Je vais essayer cependant, sans sortlir des 
consideralions &lementaires, de donner la raison de ces rapports singuliers. 
entre deux points bien differents de la theorie des formes quadratiques. 


Soient a et 5 deux nombres entiers, tels qu’on ait 
« — Di’ — — 41, 


4 etant essentiellement positif. La periode de (1, 0, —D) contiendra une 
transformee obtenue par la reduclion de la forme que nous avons nommee g, 
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dans I’'hypothere suivante: 
y = (ae yYDta4byD)— (e— yyDY(a—byD, 
— 2yD(, a, bD). 
Or on obtient ainsi une forme ä coefficients entiers de determinant — 4. Soit done 
(A,B, C) 
l’une quelconque des reduites pour ce determinant, el 
x = mÄ-mY, 
y= nÄ+nY 
la substitulion propre a passer de (b, a, bD) a (A, B, C). Cette substitution se 
presentera n&cessairement, pour deduire de (1,0, —D) l’une des reduites prin- 
eipales ou intermediaires de sa periode; soit (A, B, Ü) cette reduite. on aura 
d’une parl 
AX”-+-2BXY-- CV = (mX-+-mY)’— D(nX-nY), 
ei de l’autre 
AA°’--2BAXY-CY° 
— b(mA-m,Y) +2a(mX-+ m, Y)(nX-+n,Y)+bD(nXÄ-+n,Y'); 
or on tire aisement dela l’equalion suivante: 
AC-+2BB-+CA = 0, 
dont nous allons montrer les consequences. 


Soit en effet == 1,2, 3,4, 5 etc. Au moyen des reduites connues 
pour ces determinants, on trouvera successivement 


AC=0, 

24+0U=0, 

BAHC=0 wu A—B-C=0. 

441C0—= 0 ATC—0, 

5A4C—= 0 34—2B-2C — 0, 
elc. 


et ces relations donneront les representations suivantes du determinant D: 


41 B? 

24°--B° 

34’+-B° ou B’—4B-A4 
44°’--B’ A’+B’ 


54° B? B:— AB-+ 34. 
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Dans la derniere A est necessairement un nombre pair, et en 6eerivant 24 
a la place de 4, elle devient B—R2AB--UA ou B— 4)-- 54°; ainsi la 
representation de I, par la forme (1,0, — 5), s’obtiendra par le developpement 
de la periode de (1,0. D), toutes les fois que l’equalion 
«@ — DW — —) 

sera possible. Mais de tous ces cas, le premier est le seul oü nous puissions 
affırmer que la forme (4, B,C) est une reduite principale; alors en eflet la 
relation 3° >(A4-+-C)’ se reduit a B’?>0,. qui est satisfaite d’elle - meme. 


Bi 
a 
- \ 


Le second a ei& l’objet de recherches de Mr. @öpel, auteur a jamais illustre 
du memoire „Adumbratio levis theoriae funelionum Abelianarum”, comme on le 
voit dans la notice ou Mr. Jacob? a rendu un diene hommage a sa memoire. 


Dans ce champ de recherches sur les fonctions Abeliennes, ouverte en 
m&me temps par un aulre gcomelre dont il eut &te l’emule, tous ceux qui 
suivront ses traces, trouveront a cöle de leurs meditations le regret d’une 
destinee eruelle. Qu’il me soit permis, pour avoir eu quelques pensces en 
partage avec Mr. G@öpel, de joindre l’expression sincere de ce regrel, a celle 
de mon admiralion pour son genie. 


Al. 

En passant des formes quadratiques a facteurs reels, aux formes de 
degre plus eleve, la recherche des classes distincles pour un determinant donne. 
depend en premier lieu de la determination du minimum de la fonction que 
nous avons designee par 9. On n’a plus alors cel ensemble de circonstances 
analvliques remarquables que nous venons de parcourir, mais que nous re- 
trouverons dans la theorie des formes ä facteurs lineaires que nous avons 
definies $. II. Le fait le plus important a observer, en abordant la theorie des 
formes cubiques, biquadratiques ete., consiste peut-etre dans l’existence pour 
chaque degre d’un certain nombre de formes comme celles que nous avons 
nommees precedemment correspondanles. Mr. Fisenstein a decouvert le premier 
une correspondante du second degr&e pour les formes cubiques, et on peut 
voir le röle qu’elle joue dans les savantes recherches sur le nombre des classes 
distinctes pour nn determinant donne. Nos prineipes, comme on va voir, con- 
duisent directement a cette m&eme forme. 


Posons, pour employer les notalions suivies: 
e", — gr 4 Ibrry 3ery? +dy}, 


on aura pour la fonclion 9, deux expressions bien dislinetes, l’une pour le cas 
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ou les facteurs lineaires e-+-ay, e-+ay, 2-+a@”y sont reels, savoir: 


i Ua — a)’ HI (ka — a’ 1 1? ( — a)*}' 
0 =«a- 2? | ’ 


ml 





l’autre pour le cas ou 2 --eoy etant reel, &--a'y et 2-1 0"y, sont imagi- 
naires conjugues: 


0 nn .. et Ai al im Hu Am ii i 





Ges deux expressions dillerentes peuvent neanmoins @ire rapprochees l’une de 
l’autre de la maniere suivante. Faisons dans la ae 
=’ —ı), PM=rrea— ed), Pmrrla— 
et dans la seconde: 
„ 


2 24.0 m? FR 4 
= — rd — 0), U = tr (a— oo) —ı 


“ 
, 


elles deviendront respectivement: 


TT 
= tee HEHE) 
T 
: 2.2.2 
) N T 3 T =) 
h ü 7 7? 


Or il est visible qu’au facteur y—1 pres, la seconde valeur se deduit de la 
premiere en y supposant 7"=r'. D’un autre cöte le minimum de l’expression 


FE: 


composce de trois parties dont le produit est l’unite, s’obtiendra en rendant 
les variables egales, et la mäme hypothese donnera la m&me valeur pour le 


2 3 
3 


u 








minimum de la seconde fonetion. Posant 


if Yo N m\2 
a (a — a) (a — a) (ed — a") 


27 (— ad’ - 3b°e! — Aac! — Adb’ -—-Habed) — XD, 
on lrouvera respeclivement pour les minima des deux expressions, les valeurs 
v3.D) et yi-3'.D), 
et pour les formes definies auxquelles nous avons donne le nom general de 
correspondantes: 
pp —=H TE +0 — a" et y’+le— aa +a'y). 
y = —(—e"(c+oy)’+r2ae— ea )(a— a") +ay)(c-+e'y). 


La difference BE de ces deux formes, manifeste la difference de nalure 


entre les formes ceubiques a facteurs reels et ä facteurs imaginaires; dans le 
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premiers cas P, S’exprime rationnellement par les coefücients de f, et on arrive 
a la forme de Mr. Kisensten, en multipliant par le facteur «°, savoir: 
(bd—c)y. 


Dans le second il n’en est plus de meme, et l’operation de la reduction 


p = (ac — b*) 2° -- (ad— be) xy - 
exigera le caleul numerique de la racine reelle «. Mais les limitations des 
coefficients pour les transformees reduites AA’ 3BA’Y-3CXY’- DY', 
dependent toujours de ces formules: 
e \3 , 
AD < (3)?yD, 
e 3 |, 
BC We (4)’yD, 
en ayant soin de prendre la valeur absolue de N. 
La correspondante a coeflicients rationnels peut etre aussi ratlachee a une 


origine differente de celle que nous venons de lui donner. en la considerani 
comme le determinant du systeme: 














d’f d’f 

d.a* dx dy 

dA’f d’f 
da dy dy? ° 


et de la se deduirait une demonstration facile de sa propriete caracteristique. 
Mais je veux surtout faire remarquer, comment ceite seconde expression con- 
duit au th&or&me suivant, qu’en multipliant Y par elle-meme, le produit est 
toujours transformable en som opposee. 


Partons ä cet eflet des substitutions: 
X — (ar-by)2'—+(br-cy)y, 
Y= (br -cy)&'+-(cr-dy)y', 
el representons par $, @, P les determinants des systemes 


' 


yux +by, be cy ax'--by', ba’ --cy' | cÄ—bY, dX—cY, 
\bar-tey, en tdy|' Iba’tey', ex tdy\ 16X—aY, cX—ıYr\ 
On trouvera d’abord, em resolvant successivement par rapport a «, y',et, v, 


A(er+dy) — Y(bxe-+ ey) nn —(br-+ey) A +(ar+by) 








by) 


f . 
A (ca +dy')— Y(bx'+cy') —(bx'+ ey!) A+(ar'+by')} 
a A Y == g a. 








Les deux premieres formules donneront ensuile: 


... pyleA—bY)+y(d\—c}) — Y(kÄA—bY)tiırk—bÄH+ah) 
2 ELEN,  ygrNtiten 
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et en egalant entre elles les deux valeurs obtenues. par exemple pour «, 
on lrouvera 

go —= ». 
Or on verilie de suite que PD est preeisement l’opposee des deux correspon- 
dantes semblables y et 9; ce qui demontre la proposilion @noncee. 

Si de plus, le coefficient moyen &lant pair, ces formes sont propremen! 
primitives. ®, composee de nouveau avec p, donnera la forme principale de 
meme determinant; toutes les classes de formes cubiques auront une cor- 
respondante quadratique,. dont la triplication donnera cette forme principale. 
Mais il a et elabli en outre par Mr. Kasenstein qu’a toute classe quadratique 
yk repondait effectivement une seule et unique classe cubique, lorsque le de- 
terminant n’avait pas de diviseur carre. Ce beau theoreme montre, comme on 
voil, un rapport digne de remarque entre deux theories qui n’oflrent au premier 
abord aucun point de contact. 


Paris. Juillet 1850. 


(1,a continuation prochainement.) 











14. 


Pendule a mouvement perpetuel. 





S; le poids (P), qui mel et lient en mouvement une horloge a pen- 
dule (a compensation si l’on veut), pouvait @tre remonte aussitöt qu'il est arrive 
au bas. par quelque force enanımee ou inorganique, cette horloge serait en 
mouvement perpetuel. 1 est ires sür que la remonte du poids P ne peut 
pas eire elleciuee par la m&me force qui fait descendre ce poids, savoir par 
celle de la yravzle, parceque le frottement et d’aulres resistances diminuent 
Ioujours son action: mais d’autres forces inorganiques et independantes de 
la gravite, que donne la nature, sont effeclivement capables, comme on le verra, 
de combattre la pesanteur et les aulres resistances, et d’elever pendant le 
leınps que P descend, un autre poids Q qui alors, s’il est un peu plus lourd 
que P, sera propre aA remonter P. Donc la remonte de P, sans le secours 
de !’homme ou de toute autre force organique, ei par consequent une pendule 
a mouvement perpetuel, n’est nullement impossible. Nous prouverons cela. 

Une des forces inorganiques, propres a reagir conlre celle de la gra- 
vile. est, par ex. la force expansive de la chaleur. Voici comment elle 
pourra etre ulilisee pour le but propose. 

La chaleur, en augmentant, accroit le volume de tous les corps: en 
haissant, elle le diminue. Une barre de fer de fonte, d’un metre de longueur. 
s’allonge de 0,011 millimetres a chaque degre cenligrade de chaleur de plus. 
el elle se raccoureit d’aulani a chaque degre de moins. Lallongement et le 
raccoureissement d’une barre de cwvre d’un metre de longueur, dans les m@mes 
eirconslances, est de 0.017 millimetres; et les lorces que les barres. si elles 
sont assez fortes, exercent, en changeant leurs volumes et leurs longueurs, sont 
eriremement considerables. Soit done AB (Tab. I. Fig. 1) une forte barre 
de ewvre, d’un melre de longueur; soit son exir&mite superieure 4 lortement 
lixee sur une plaque epaisse acdefghb en fer de fonte, ainsi que laxe € 
du jevier BUD, et soit le point Ü fixe sur la plaque de maniere. qu’a une 
emperalure moyenne. l’horizontale B,CD,. passant par Ü, se trouve A une 
29° 
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distance AB au dessous de A, precisement egale a la longueur qu’a obtenue 
alors la barre de cuivre AB. Cela pose: le point EC de la plaque de fonle, 
avec son horizontale B,ÜD,, descendra au dessous de A de 0.011 milli- 
metres a chaque degr& de chaleur au dessus de la moyenne, et montera d’autant 
a chaque degre en moins. L’extremite inferieure B de la barre en ceuivre AB, 
de son cöte, s’eloignera du point A de 0,017 millimetres a chaque degre de 
chaleur de plus, et s’en rapprochera d’autant a chaque degre de moins. Done 
le point 3 qui, a une temperature moyenne, comme nous l’avons suppose, est 
dans V’horizontale B,CD,, se trouvera alors de 0,017 — 0,011 — 0,006 milli- 
melres au dessous de l’'horizontale, a chaque degr& de chaleur au dessus de 
la moyenne, et de 0,006 millim. au dessus de l’'horizontale, a chaque degre 
de moins. Si maintenant le bras CD du levier BUÜD a 6 decimetres de lon- 
gueur, tandis que celui BC n’en a que 6 centimelres, le point D s’eloignera 
de l’horizontale 3,CD, de 0,06 millim. a chaque degre de chaleur de plus ou 
de moins. Puis, si le point D est mis en communication par la barre DE 
avec le point & du levier KF@, dont l’axe F' est fixce sur la plaque de 
fonte, et dont le bras F'E a 7 centimetres, l’autre bras F@ 7 decimetres de 
longueur, le point @ s’eloignera de l’horizontale @EE, (qui pour la tem- 
peralure moyenne est supposce passer par @ et E) de 0,6 millim. a chaque 
degr& de chaleur de plus ou de moins. Si enfin le point @ est mis en com- 
municalion, au moyen de la barre @/l, avec le point HI du levier HIK, dont 
’axe J est fixee sur la plaque en fonte, ei dont le bras HI a S} centimetres, 
"autre bras /A 8! decimetres de longueur, le point A s’eloignera de l’hori- 
zontale FIR, (qui est supposece passer par H et K pour une temperature 
moyenne) de 6 millim. a chaque degr& de chaleur de plus ou de moins. Done 
la chaleur, en augmentant et en diminuant d’un degre centigrade, produira un 
mouvemen! de va-el-vient du point K de 6 millimötres ou d’environ 3 pouce; 
et pour 10 degres d’environ 2 pouces. Or, comme la variation de la tem- 
perature est continuelle, et ne finit jamais, ce mouvement de va-et-vient du 
point A est perpetuel; il continuera a jamais, sans le secours d’aucune force 
organique. Les lignes IK, et IK, dans la figure, representent environ les 
positions dans lesquelles la ligne /A est transport6e par une variation de 


temperalure de 30 degres au dessus et au dessous de la moyenne. 
Maintenant il ne s’agit plus que de transformer le mouvement de va- 

ei-vient du point A, en un mouvement de rotalion, propre a elever un poids Q, 

suffisant pour remonter le poids P de la pendule; et de faire en sorte que 
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le poids Q soit arrele a la hauteur d’oü il doit descendre, et qu’il soit mis 


en liberte au moment oü le poids P est arrive au bas. 

On connait plusieurs sortes de mecanismes pour transformer le mou- 
vement de va-el-vient en mouvemen!i rotatoire. En voici une dont la figure (1) 
donne une esquisse, WAZ, est un arc de cercle dente qui s’engrene dans la 
er&maillere RAR,. Celle-ci est dentee a son interieur de deux cötes., mais 
les dents du bras ZZ, n’occupent que la mortie anterieure de la lurgeur du 
bras, l’autre moitie est sans dents. Au contraire, la moitie anterieure de la 
largeur de l’autre bras NN, est sans dents, et l’autre moilie est dentee. La 
moitie anterieure deniee du bras ZL, de la eremaillere s’engrene dans la roue 
dentee T'T', tandis que la moitie anlerieure non-dentee du bras NN, ne s’y 
engrene pas. Au contraire la moitie derriere dentee du bras NN, s’engrene 
dans une autre roue dentee, de meme grandeur que celle TT', et qui est 
derriere, a cöte d’elle, et non visible dans la figure, tandis que la moilie der- 
riere non-dentce du bras ZL, ne s’engrene pas dans cette roue. Les deux 
roues T'T' tournent Kbrement sur l’essien M. Done la eremaillere RR, tanı 
en descendant qu’en montant, fait tourner les deux roues en sens opposes. 
A cöte des deux roues 7’T' sont deux autres roues dentees VV, d’un dia- 


7 
/ 


metre un peu moindre que celui de TT. Ces roues VV ne tournent pas 
librement sur l’essieu M, comme celles TT': mais elles y sont fixees. Chaque 
roue T’T' porte un cliquet Z, qui mord dans la roue YV, et les deux cliquets 
ont da meme direction. Cela pose: si la eremaillere est poussce en bas par 
l'arc de cercle LKL,, elle tournera la roue TT de droite a gauche, ei 
cette roue, au moyen du cliquet Z, tournera la roue VV, et avec elle l’essieu M 
dans le m&me sens: done le poids Q, suspendu a une corde XXÄ, qui s’en- 
roule sur une poulie UU, fixece sur l’essieu M, sera eleve. Il est vrai que 
la er@maillere, en descendant, tournera aussi en m&me temps l’autre roue TT 
de yauche a droite, mais le cliquet de cette roue ne mord pas dans les dents 
de la roue correspondante VV; il ne fait que glisser sur ses dents, et par 
consequent la seconde roue TT' tournera Kbrement sur l’essieu. Si, au con- 
traire, la cr@maillere est poussce en Auut par l’arc de cercle AAKL,, elle tour- 
nera la roue anterieure TT de gauche a droite. mais non pas la roue VV, 
parceque son cliquei Z ne fait que glisser sur les dents de VV, de sorte 
que TT tournera librement sur l’essieu. En meme temps la cremaillere, en 
montant, tourne l’autre TT de droite a gauche, et par le moyen de son 


cliquet, qui mord dans les denis de l’auire roue VV, cette derniere, et avec 
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elle. lessieu M. Done aussi en montant, la cremaillere tourne l’essieu dans 
le sens de droile a gauche, et par consequent l’arc de cercle LKL, eleve 
foujours le poids @, aussi bien en descendant qu’en montant. 

Pour faire en sorte que le poids Q ne soil pas eleve au-dessus de 
la hauteur de laquelle il doit retomber pour remonter le poids P de la pendule. 
ii n’y a qu’ä faire lever les deux cliquets par le poids Q lui-meme, au momen! 
ou il est arrive a la hauteur voulue; alors, bien que la cr@maillere continue 
a tourner les deux roues 7'T', elle ne tournera plus les roues VV, et n’agira 
plus sur le poids @. Afin que celui-ci ne retombe pas aussiföt, on le fera 
prendre el retenir par des crochets a ressort. en forme de lenaille; et pour 
le lächer au moment oü le poids P de la pendule est arrive au bas. on fera 
detacher par celui-ci, au moyen d’un pelit ressort, la tenaille qui retient le 
poids @. Alors le poids @ tombera ei remontera le poids P de la pendule.. 
Le poids @, elant arrive au bas, delachera par un autre petit mecanisme 
les cliquets Z; ils se remettront a fonclionner, et le jeu de la machine re- 
commencera. 

li est a remarquer que toules les barres, exceple celle AB, peuvent 
elre en fer, si l’on veut. Seulement la barre AB doit elre en cwvre, si 
la plaque abef esi en fonte de fer, pour gagner par l’action de la variation 
de la temperature un abaissement et une elevation du point 2, differentes 
de celles du point ©. Les leviers BED, EF@G et HIK doivent eire {res 
forts, puisque la force necessaire au point Ö, pour elever le poids Q, est, 
selon les proportions supposees de la machine, 1000 fois celle du poids Q. 
La barre AB ne manquera pas de fournir cette force, quelque considerable 
qu’elle soil, car la force de la dilatation et de la condensation du metal, produite 
par la varialion de la temperature, est immense; mais il faut que les leviers 
ne se courbent pas sous celte force. Si cela elait a craindre, on pourrail 
substiluer aux leviers drozfs des leviers drises, qui pourront &ire construits 
plus foris; ou aussi on pourrait renforcer les leviers droits par des barres qui 
les eroisent dans l’axe. contre lesquels alors les bras des leviers pourront 
etre elayes. 

Comme il n’y a pas un seul jour dans toute l’annee, ou la temperature 
ne monte et ne descende de quelques degres, tandis qu’il se presenie des jours. 
ol les variations de la temperature montent a 10, 12. 15 degres, et plus, et 
que de l’autre cöle on esi parlaitement mailtre de disposer des proporlions 
des bras des leviers. et m&eme de la hauteur ä laquelle le poids @ doit eire 








m di 2 ern a Du 


14. Pendule @ mouvement perpetuel. 221 


eleve pour remonter le poids P de la pendule, parceque, pour reduire celte 
haulteur par ex. a la mostie, il n’y a qu’a dowdler le poids Q: on voit bien 
qu’il sera toujours possible d’elever par le mecanisme deerit, par ex. dans 
l’espace d’une semwrne, un poids @ suffisant, et que par consequent la pos- 
sibilite de remonter la pendule, sans le secours d’une force organique. est 
incontestable; au moins en principe. 

Les figures 2 et 3 (Tab. I.), dans lesquelles on n’a indique que les ligne 
centrales des diflferentes barres. et les cenires des arcs et charnieres. re- 
presenient deux autres mecanismes, propres &ä {iransformer le mouvement de 
va-et-vient du point A (fig. 1), produit par les leviers BCD, EFG et HIK, 
en mouvement de rotation. 

Fig.2 est le levier dit # la garousse. La bielle KR est immediate- 
ment appliquee au point A du levier IK (fig. 1.). au moyen d’une charniere. 
et sans l’intervention de l’arce denie LAZ.. Si la bielle AH (fig. 2) est poussee 
en haut, le point 3 du balancier KBAD monte aussi, et fait tourner la roue 
dentee C,CC, de droite a gauche, au moyen du crochet BF qui mord dans 
les dents de la roue. En meme temps le point D du balancier descend, ei 
le crochet IDG ne fait que glisser sur les dents de la roue. Si la bielle A# 
est lirce en bas, le point 3 du balancier descend aussi, et le crochet BF ne 
fait que glisser sur les dents de la roue.. En meme temps le point I du 
balancier monte, et fait tourner la roue dentee de droile A gauche au moyen 
du erochet D@ qui, comme celui BF‘, mord dans les dents de la roue. Les 
deux crochets BF' et D@ doivent eire presses conire la roue par des ressorls. 
Done: soit que la bielle monte, soit qu’elle descende, la roue C,ÜO, esi tou- 
jours tournee de droite a gauche, et le poids Q est eleve au moyen d’une 
corde qui s’enroule sur une poulie a cöt& de la roue dentee. 

Dans la fig. 3 la bielle bifurgquee BAD, ou bien les deux bielles AB 
et AD, sont encore immediatement appliquees au point Ä du levier HIK (fie. 1) 
au moyen d’une charniere et sans l’intervention de l’arc dente LKL,. BC et 
DC (fig. 3) sont deux bras de levier, dont chacun tourne librement sur l’essieu. 
et dont les extr@emites B et D sont jointes au moyen de charnieres avec les 
extrömites des bielles AB et AD. Le bras de levier BC porte le cliquet BF‘, 
et celui CD le cliquet D@. Ces deux cliquets sont presses contre la roue 
par des ressorts, et ils mordent dans les dents de la roue C,CC, dans le 
möme sens. Maintenant, si le point A est pousse en haut, le cliquet D@ 
pousse les dents de la roue C,CC,, et la fait tourner de droite ä gauche, 





222 14. Pendule a mouvement perpetuel. 


tandis que le cliquet BF ne fait que glisser sur la roue. Si le point A 
descend, le cliquei BF’ pousse les dents de la roue. et la fait tourner egale- 


ment de droite a gauche, tandis que le cliquet D@ ne fait que glisser sur 


la roue. Done, soit que le point A monte, soit qu’il descende, la roue C,CO, 
est loujours tournee de droite a gauche, et le poids @ est eleve au moyen 
d’une corde qui s’enroule sur la poulie L,UCL, a cöte de la roue dentee. 

les deux mecanismes (fig. 2 el 3) sont moins compliques que celui 
RR (fig. 1). mais ils sont moins propres a alteindre notre but, parceque les 
positions du balancier KBAD (fig. 2) et des bras de levier CB et CD (fig. 3). 
correspondantes aux meleux des va-el-vient produits par les varialions de 
la temperature, differeront le plus souvent plus ou moins de (horizontale; de 
sorte que les mecanismes ne fonclionneront pas loujours dans les positions 
les plus favorables. Le mecanisme KR (fig. 1) au contraire fonctionnera lou- 
jours parfaitement bien. 

D’ailleurs il exisie encore, comme on le sait, d’aulres moyens, plus ou 
moins simples. pour transformer un mouvemen! de va-el-vieni en mouvemen! 
de rotation. Le plus simple de tout: la munivelle, avec volant, n'est pas 
applicable ici. 

I! est vrai que lous les mecanismes deecrits ci-dessus, sont encore assez 
compliques et que leur ex&culion presenterait beaucoup de difficultes techniques; 
mais Ja construction d’une pendule, ei encore plus, celle d’une montre a com- 
pensation,. et de plusieurs autres machines, par ex. d’une machine a vapeur 
a delente,. sonl auss? tres compliquees, el offrent egalement beaucoup de diffi- 
eultes techniques; et comme ces difficultes peuvent etre surmontees eflectivement. 
ii n’v a pas de doute qu’elles pourront l’etre egalement dans notre machine: 
il ne s’agit pour cela que de le vouloor de bonne foi. et serieusement. 

Or. si toulefois on eraignait trop les diflicultes techniques des meca- 
nismes deerils. le moyen de tirer de la dilatation ei de la condensation des 
melaux, produiles par la chaleur, la force necessaire pour remonter une pen- 
dule, n’esi pas du tout le seul pralicable: on pourra recourir pour cela aussi 
a la dilatalion et a la condensation produites par la chaleur dans les Aurdes 
incompressibles, ei alors des mecanismes moins compliques suffiront. 

Voiei par ex. un moyen assez simple de ce genre. Supposons un Lube 
eylindrique en metal, par ex. en cwivre, d’un metre de longueur et de 27 millim. 
de diamelre (d’un pouce environ), ouvert a son exir&emile superieure, el por- 


tant a celle inferieure une grosse boule er cwevre, d’un demi melre de diameire. 

















meer nee 




















14. Pendule a mouvement perpetuel. 3223 


., 


ei en communication avec le tube, mais d’ailleurs toute fermee, de sorte que 
le toul conslilue un gros (hermometre. La boule et le tube seront emplis de 
mercure, au point que la surface du mercure, a une temperature moyenne, se 
tienne a mi-hauteur du tube. L’augmentaltion de la hauteur du mercure dans le 
tube a un degre de chaleur «u dessus de la moyenne, sera deja assez sensible 

Pour trouver cetle augmentalion, soit I le diametre interieur de la 
boule. 7 celui du tube, & la temperature moyenne, d l’epaisseur des parois 
de la boule et du tube, % la hauteur au dessus de la boule, a laquelle le mer- 
eure se tient dans le tube ä une temperature moyenne. Soit le volume qu’occupe 
une masse aA un degre au dessus de la temperalure moyenne, pour le mercure 
(i-- m) fois, et pour le cuivre (1-+-n)fois celui qu’elle occupe ä la temperature 
moyenne; enfin soit 4 la hauteur de laquelle la surface du mercure s’eleve 
dans le tube pour un degre d’clevation de la temperature, et D, le diametre 
que prend alors la boule, en vertu de cette augmentalion: on obtient ce qui suit. 

Le volume que le mercure dans la boule et dans le tube occupe par 
une lemperature moyenne, est In D’+-4And°, et par une temperature d’un 
degr& plus eleve (1 +-m) [Hr D’--1hnd°). D’un autre cöle, le volume que 
a boule ei le tube presentent au mercure dans la derniere temperature es! 
17 D)--I(h--Kkynd?: done nous oblenons l’equation 

(-+m)[aD’-+4hn4) —=AnD-+4(h-K)nd’, ou bien 

. 14+-m)[2 D-+3h4]) = ?D +3 ML. 
A la rigueur, le diametre ./ du tube augmente aussi par la dilatation du metal. 
comme celui de la boule, mais comme celte augmentation du petit diametre 
du tube est tres minime, nous la negligeons dans le calcul. Maintenant Ik 
volume qu’occupe le metal de la boule (nous negligeons celui des parois du tube) 
est 47 |(D--d ’— D’], par la temperature moyenne, et (I+-n)In|(D-dy’—D'| 
par une lemperature d’un degre plus eleve. Or ce dernier volume peut aussi 
etre exprime par An[(D,--d)’— Di], done nous avons l’equation 

A-+-n)in[(D-+-d)’—D’) = An[(D, -d)’— Di] ou bien 
2. (Ad-+-n)(3D’--3Dd-- d’) 3D;-+-3D,d--.d?. 


Comme d est {res pelit comparalivement a D, et D, on pourra supprimer les 


| 


termes de celle equalion qui contiennent d. Cela reduit ’&quation (2.) a 
3. D, = Di-mn)\. 
Cette expression de D, elant subslituee dans equation (1.), on obtient 
4. A+m)2 D13R2] = 2D’Ai-+n)--I(hLk)L. 
Urelle’s Journal f. d.M. Bd. XLI. Heft 3. 30 
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Or. (1-4 n) elann =1-+3n-+3n’— un.... et n une res petite fraction. 

on peut ecrire 1--3n au lieu de (1- n)®. Cela donne, au lieu de (4.). 

I 2) 9’ --3h4])—=2D’1-3n)-+-3(h-+%k)4? ou bien 
2D’(m—in)+3I1hm —= 3kA, et dela on tire 


a 2D° 
u. k= —:(m—in) mh. 
a4 ; ”. n 
Nous avons suppose D—=0.5. 4 = 0,027, h = 0,5 metres, el suivant 


les experiences faites sur la dilatalion que la chaleur opere sur le mercure 
et le euivre, on a a =0,00015 et 2 = 0,000052. UCes chiffres substitues 
dans (5.), on oblienl 

2.05? 


6. Bu 30.097: (0.000185 — 0.000078) -- 0.00018.0,5 = 11,7 millimetres. 


Donc le mercure de la boule s’elevera dans le tube de 11,7 millim. ou de 
pres d’un dem?-pouce a chaque degre d’elevation de la temperature. est 
plus que le double de ce que nous avons obtenu ci-dessus pour le point A 
de la figure, au moyen d’un systeme de leviers. 

Maintenant dans l’interieur de notre tube, qui doit etre bien calihre. 
supposons un »iston, pose sur la surface du mercure et muni d’une tige qui 
porte un contrepoids, proportionnee au poids Q ä elever. La tige du piston 
et le contrepoids seront eleves avec une grande force par la dilatation du 
mercure operee par la chaleur, et le contrepoids auquel vient en aide la pres- 
sion de l’atmosphere sur la surface du piston, la fera redescendre si la tem- 
perature baisse. Voila done un mouvement de va-et-vient, produit seulemen! 
par les variations continuelles de la temperature de l’almosphere. On pourra 
se servir de ce mouvement, comme il a &te decrit plus haut, pour elever un 
poids @ qui fera remonter le poids moteur P de la pendule. La tige du 
piston dans notre lube peut etre immediatement celle de la cr&maillere AR (fig. 1). 
ou la bielle ER (fig. 2), ou celle AT (fig. 3). Iei les difficultes techniques. 
qu’on pourrait craindre pour le systeme des leviers, sont @vitees, et la machine 
est beaucoup plus simple. Elle fonctionnera fowjours, et aussi longtemps que 
le metal durera; c’est la tout ce qu’on pent rationnellement desirer. Le mercure 
durera aussi, comme dans toul thermomelre; il n’est nulle part en contact avec 


l’atmosphere. 

On pourrait meme se servir de la force dw vent ou des couranis d’air 
dans un edifice,. pour elever au moyen d’un moulinet ä ailes horizontales, des 
poids destines a remonter le poids moteur de la pendule. Il est bien vrai 











14. Pendule a mouwvement perpetuel. 295 


Pau! Aa 8 


que la force des vents et des courants d’air est extr&mement irreguliere, ei 
que souvent les calmes compleis durent longtemps, mais il ne serait pas im- 
possible d’arranger le mecanisme de maniere que d’un cöte les vents forts 
elevent, Fun apres l’aulre, pluszieurs poids. chacun egal a celui qui est ne- 
cessaire pour remonter le poids de la pendule. poids qui alors seront läches 
dans les temps calmes l’un apres l’aulre: d’un autre cöle de maniere que les vents 
forts, quand ils continuent loujours encore, cessent d’agir sur les poids a elever. 
aussitöt qu’une provision suffisante en a Ete gagnce. Mais la force qu’oflren! 
la dilatation et la condensation des metaux, sera sans doute preferable ä celle 
du veni, parceque les variations de la temperature qui la produit, sont beau- 
coup plus continuelles et plus regulieres que les mouvements de l’atmosphere. 

On croira peut-elre pouvoir refuter tout ce qui a ElE propose ci-dessus. 
en disant qu’une machine telle que nous l’avons decrite, ne serail autre chose 
que ce perpeluum mobrle si decrie, que les phvsiciens et les geomelres classen! 
dans la calegorie de la quadrature du cercle, p. ex. Sans le moindre doute 
la quadrature du cercle n’est possible, ni par la regle et le compas, ni par 
des nombres entiers ou fraclionnaires, et par des racines carrdes: mais elle est 
fort bien possible par des series infinies, ou par d’autres moyens d’approxi- 
malion. Egalement, sans le moindre doute, un mouvement perpetuel est im- 
possible a produire par une seule force inorganique de la nature, par ex. par 
la force de la gravile seufe, mais, comme nous l’avons fail voir, cela n’es! 
pas impossible, si l’on a recours a plusieurs forces defferentes, et si l’on fait 
combatire l’une par lauire; par ex. si l’on oppose la force de la chaleur 
a celle de la yravite. Ü’est eflfectivement la meme chose que la nature fail 
elle-meme parlout el sans cesse, et l’homme, dans tout ce quiil produit, ne 
fait jamais que diriger les forces de la nature selon ses buls. Toute la 
nature est un veritable perpetuum mobile; non seulement les corps celestes 
le sont, avec leurs mouvements: mais sur la terre aussi, tout est en mouve- 
ment continuel. La chaleur evaporise l’eau et l’eleve dans les nues, malgre 
la force de la gravile; d’aulres forces condensent les vapeurs dans l’atmosphere, 
el la pesanteur reconduit l’eau sur la terre. L’almosphere et la mer sont en 
mouvement continuel. Les molecules de tous les corps sont mobiles, quoique 
impercepliblement, en vertu de la dilatation produite par la chaleur. Le mer- 
cure dans un thermomeltre et dans un barometre, est en mouvement continuel 
bien visible. Une aiguille aimantee l’est egalement ete. Partout le mouve- 


ment: nulle part le repos absolu! Pourquoi done serait-il impossible a ’homme, 
30 * 
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d’imiter la nature aussi dans ce cas. ei de diriger les differentes forces de 
celle derniere de maniere A produire un mouvement demande’ Uu’on fasse 
agir Ja vapeur d’une source chaude naturelle sur une machine a vapeur, et 
on aura sans doute un mouvement perpetuel tres puissani, sans le moindre 
secours d’une force organique. Les sources chaudes naturelles sont rares, 
mais action de la chaleur sur tous les corps, tant rigides que fluides, existe 
partout. Ü’est la m&me action qui produit les sources chaudes: donc egale- 
ment, comme les sources chaudes peuvent &tre ulilisees pour produire un 
mouvemen! perpetuel, laction de la chaleur sur les corps peut-etre utilisee 
aussi pour le m&me but. 


jerlin. decembre 1850. 
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Anhang zu der „Tabelle der redueirten positiven ter- 
nären quadratischen Formen, etc.” im vorigen Hefte. 


(Von Herrn Dr. G. Eisenstein, Docent an der Universität zu Berlin. ) 





Dieser Anhang enthält als Beilagen zu der vorhergehenden Arbeit 
zuerst einige Tafeln, welche sich auf die Theorie der Transformation der po- 
sitiven ternären Formen beziehen und theils als eine Ergänzung zu $. 6. an- 
zusehen sind; sodann einen Versuch zu einer Tabelle der unbestimmten oder 
indifferenten ternären quadratischen Formen. 


A. Tafeln über die Häufigkeit des Vorkommens der einzelnen 
Transformations - Anzahlen. 


1) Eigentlich primitive Formen. 
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Die Zahlen der vorstehenden kleinen Tafeln. welche durch ziemlich müh- 
sames Abzählen der einzelnen d aus der grofsen Tabelle erhalten worden 
sind, zeigen an, w?e vselen Formen mit der am Rande befindlichen Deter- 
minante die oben über der Spalte stehende Anzahl von Transformationen zu- 
kommt. Addirt man in diesen Tafeln die von der zweiten Spalte an in einer 
Zeile neben einander stehenden Zahlen, so giebt die Summe die Formenzahl 
für die in der ersten Spalte befindliche Determinante; multiplieirt man die in 
der 2ten, 3ten, 4ten, ten, Öten, Tien, Sten Spalte stehenden Zahlen resp. mit 
24, 12. 6. 4. 3. 2. 1. und dividirt die Summe der Producte durch 24. sv 
erhält man das Maafs oder die Dichtigkeit für dieselbe Determinante. 

Unter den allgemeinen Sätzen, welche man aus diesen Tafeln ziehen 
kann, bemerke ich beispielsweise nur den einen, dafs die Transformations- 
Anzahl d— 12 nur dann vorkommt, wenn die Determinante durch 3 theilbar 
ist. und zwar bei den eigentlich primiliven Formen so oft, als es Arten giebt 
D auf die Form A—3imn? zu bringen, während »» ungerade und zu n re- 
lative Primzahl ist, bei den uneigentlich primiliven Formen so oft, als es Arten 
giebt D auf die Form I — 6mn’ zu bringen. während nr ungerade und zu 


relalive Primzahl ist. 





B. Tafeln zur Aufstellung der Substitutionen, durch welche eine 
reducirte positive ternäre quadratische Form in sich selbst 
transformirt wird. 


Durch die in $. 6. aufgestellten Tafeln ist man in Stand geselzt., Für 
jede redueirte Form den zugehörigen Werth von d, d.h. die Anzahl der 
Substitutionen zu finden, durch welche die Form in sich selbst transformir! 
werden kann. Dies war genügend für die Controlirung der Tabelle der redu- 


eirten Formen durch die Beslimmung des Maalses oder der Dichtigkeit I 


Da es jedoch in anderer Hinsicht von Wichtigkeit sein kann, die Substitu- 
fionen selbst, und nicht hlofs ihre Anzahl kennen zu lernen, so füge ich hier 
die vollständigeren Tafeln hinzu, welche diesem Zwecke entsprechen. Der Ge- 
brauch der Tafeln Id. und Ild., welche aus la. resp. Ila. entsprungen sind, 
ist bis auf die Bezeichnung der hier auftretenden Substitutions - Systeme, von 
denen sogleich die Rede sein wird, ganz analog dem der Tafeln I. und Il. 
in $. 6.; man muls wieder jeden Complex von Bedingungen, welchen die Form 
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(senüge leistet, einzeln in den Tafeln aufsuchen und findet dann nach und nach 
alle der Form zugehörigen Substitutionen. Bei tabellarischer Anordnung der 
Formen gelten natürlich ähnliche Vortheile wie in $. 6. Um beiläufig auch 
der Transformation der »zchi-redueirten Formen zu erwähnen, so kann man 
jede solche Form in eine redueirte transformiren, und wenn man die hier- 
durch gewonnene Substitulion mit allen Substitutionen der reducirten Form in 


sich selbst und sodann mil der jener ersten reciproken Substitution zusam- 
menselzt, so findet man alle Transformationen der vorgelegten Form in sich 
selbst *). 


*) Seeber war in seinem Werke über die ternären Formen der Lösung der Aul- 
gabe, alle Substitulionen einer redueirten Form in sich selbst zu finden, aufserordentlich 
ralıe. Nachdem er nämlich zum Beweise des Satzes, dafs je zwei äquivalente reducirte 
Formen identisch sein müssen, zwei Tabellen von Substitutionen aufgestellt hat, welche 
man olıne gewissen zunächst liegenden Bedingungen zu widersprechen zwischen den bei- 
den reducirten Formen annehmen kann, begnügt er sich zu zeigen, dafs die erhaltenen 
Substilutionen theils wegen der ferneren Bedingungen unmöglich, theils von solcher 
beschaffenheit sind, dals die zweite reducirte Form mit der ersten identisch wird. Er 
hälte aber weiter schlielsen können, dafs diejenigen seiner Substitulionen, welche sich 
nicht als unmöglich erweisen, serade diejenigen sind, durch welche die erste Form zwaı 
nicht in eine von ihr verschiedene, aber wohl in eine mit ihr identische, also in sich 
selbst übergeht. Aus diesem Gesichtspuncte betrachtet hälten die Seeberschen Tafeln 
auf Seite TIL IT. und S. 159 ff. jenes Werkes sehr wohl als Grundlage bei der Lösung des 
hier in Rede stehenden Problems benutzt werden können, wenn nicht bei der srolsen 
Compliealion, mit welcher der Gegenstand behandelt wird, sehr gegründete Zw eifel an 
der Vollzähligkeit der dort aufgeführten Fälle entstanden wären. Bei dem Zwecke, welchen 
sich Seeber vorgeselzt hatte, und welcher in dem Beweise eines Satzes negativer Art 
bestand, war allerdings die Auslassung einiger Fälle von keiner grofsen Erheblichkeit, 
während hier, wo es sich um posilive und zuverlässige Resultate handelt, eine absolute 
(senauigkeit erfordert wird. Es schien daher rathsam, lieber die ganze Arbeit noch ein- 
mal und in einer mehr übersichtlichen Weise von vorn anzufangen, als die Seeberschen 
Tafeln zu benutzen: und in der That wurden zwei Fälle auf Seite 160 ur die 
keinesweges unmöglich sind, nämlich nach der dortigen Bezeichnung die Fälle ( ze P) 
und (1, I; 7). Dals übrigens der genannte Verfasser auf den hier Ära 38 A 
höchst einfachen Gedanken zur Lösung des Problems der Transformation nicht verfallen 
ist, geht daraus hervor, dafs er an einer spätern Stelle seines Werkes (No. 33) dasselbe 
Problem unabhängig von den redueirten Formen und in einer Weise behandelt, welche 
freilich nicht tiefer in das Wesen der Sache eindringt, indem z. B. aus seinen Betrach- 
tungen, welche eher eine Auseinandersetzung als eine Lösung des Problems genannt wer- 
den können, nicht einmal hervorgeht, dafs die Zahl der "Transformationen immer ein 
Divisor von 24 sein mufs. Diese Bemerkung soll jedoch keinesweges einen Tadel des 
Seeherschen Werkes enthalten, dieselbe soll nur darauf hinweisen, dafs in dem Seeber- 
schen Beweise des Satzes über die Identität zweier äquivaienten reducirten Formen, wel- 
cher durch seine Länge wahrscheinlich die meisten Mathematiker abgeschreckt hat, dem 
Verfasser unbewnfst die Elemente zu noch anderen sehr nützlichen Untersuchungen ent- 
halten sind 
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' " 


fein für die F a 
ale ur ıe Formen | 
I. T ıteIn I b, -| N, 4 h" 


unteren Coö6fficienten. 


) mil positiven 


Da bei der Transformation dieser Formen in sich selbst nur solche 


&, ß, Y 


Ü& 
Substitutions - Systeme (« f', y' ) vorkommen, deren drei Verticalreihen E 


" " " 7 


a, D) 4 8 
fr) Y 
sowohl. als {#' , als {y' sämmtlich mit einer oder der andern der 12 fol- 
a" y" 
l 


senden Verticalreihen übereinstimmen: 


(1) (2) (3) (4) (5) (6) 
1 0 0 e— oO 
A A 


6, !i, re, Ei. | u 
o te # »bo L.ı 
A) I) OO) Hd 6) (6) 

0 


. | 0 | 0 1 1 

0, ‘—1, ! 0, ! 1, 0, (—, 
PReEmMEITEEN 7 

so soll der Raumersparnifs und gröfseren Übersichtlichkeit wegen jede Sub- 

stitution nur durch drei Ziffern angedeutet werden, welche sich auf die eben 

oeschriebenen Verticalreihen von Substitutions- Coöfficienten beziehen; so soll 


1.0, 0 
z. B. das Symbol (1,2,3) die Substitution | O, 1, ') bedeuten, dasSymbol (2,4. 6) 
0,0, 1 
0. —1. 0 
die Substitution (i 1. ı) u.s. w. Die nachstehende Tafel enthält nun. 
0). 0, —1 


/ 


systematisch geordnet, alle Substitutionen, welche überhaupt bei den reducirten 
Formen dieser Art vorkommen können. Ihre Zahl ist 29 und sie vereinigen fol- 
sende Eigenschaften in sich: 1) keine reducirte Form dieser Art kann durch 
eine andere Substitution (mit der Determinante -;- 1) als eine von diesen 29 in sich 
selbst übergehen; 2) wenn auch bei keiner Form alle diese Substitutionen ver- 
einig! angetroffen werden, so giebt es doch für jede der Substitutionen unendlich 
viele reducirte Formen. welche durch sie in sich selbst transformirt werden 
können; 3) jede einzelne dieser 29 Substitutionen findet bei allen solchen und 
nur bei solchen reducirten Formen Statt, deren Coöfficienten den der Substi- 
iution beigesetzten Relationen Genüge leisten. 
Crelie’s Journal f. d.M. Bd. XLI. Heft 3. 31 
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la. Tafel der möglichen Substitutionen nebst den Bedingungen zwischen den Coöfficienten 
welche erforderlich und zugleich hinreichend sind, damit durch eine solche Substitution 
eine redueirte Form mit positiven unteren Coöfficienten in sich selbst übergeht. 











Substitutionen. Bedingungen. 
(1, 2,3) | keine Bedingung *). 
(1,2,5) |a—=%, W"— 2. 
(1,2,6) |“, W"—W%. 
(1,3,2) |W—=a", W —$". 
(1,3,4) Id =d, a =Ub = 3" — Mb. 
(1,4,3) |a =", # — 2. 
(1,4,5) la = % — %". 
(1,5,2) | a=u", a— 2b’ — U" — 4b. 
(1,5,4) | d«—=a", ab — U”. 
(2, 1,3) a—=a, bb. 
(2,3, 1) Ila=a=da', b=b'—b". 
(2,4,6) | a =d=-d —  — 2%". 
(2,64) | a =d=u."— 23 —2b' — 3b". 
(31,2) | a=ud—=d, b=b—b". 
32,1) Il aaa, bb d". 
(3, 5,6) | a = a'— a" — 2b — 2b’ — 236”. 
(3, 6,5) | aa — a" — 2b — %' — 2b”. 
(4,1,5) | a =! — ıb— 2%". 
(4,2,6) | ed! = = W'— 2b". 
37 
(4, 6, 2) 
(5, 1,4) 
(5, 3, 6) 
GE , a — a — a’ — 2b —= 2b! — 2b". 
(6, 3, 5) 
(6, 4, 2) 
(6,5, 3) ) 





*) d.h. durch die Substitution (1, 2, 3) geht jede Form in sich selbst über. 





E) 
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Hieraus geht durch umgekehrte Anordnung, indem man jedesmal alle 
diejenigen Substitutionen zusammenfafst, welchen derselbe Complex von Bedin- 


gungen entspricht, die folgende 


Ib. Tafel zur Aufstellung aller Transformationen, durch welche eine vorgelegte 
reducirte Form mit positiven unteren Coäfficienten in sich selbst übergeht. 


Bedingungen. 


Tafel hervor: 


Substitutionen. 





Keine Bedingung: 

a — 2b’ — Ah": 

a—2%, bH"— 2b: 

a— 2b", WU’ — 2b: 

a— 2%, W"— U": 

au, b=b: 

a—=a', W — MW": 

a— a", a = 2b — U": 
da—=@, dd — U — 4b: 
a —= a — 2b — Ab’ — Ab": 


m ae ad — a", b ee lb’ — bh": 


ua — ad —= a’ —= 2 — 2b — : 





(1, 2,3). 

(1, 4,5). 

(1,2,5). 

(1,4, 3). 

(1, 2, 6). 

(2, 1, 3). 

(1,3, 2). 

(1,5, 4). 

(1,3, 4), (1,5, 2). 

(2, 4, 6), (4, 1,5), (4, 2, 6). 
(2, 3, 1), (3, 1, 2), (3, 2. 1). 
(2, 6, 4), (3,5, 6), (3, 6, 5), 
(4,5, 1), (4, 6,2), (5, 1, 4). 
05, 3, 6), (5,4, 1), (5, 6, 3), 


(6, 2,4), (6, 3, 5), (6, 4, 2), (6, 5. 3). 


Die 29 in diesen Tafeln enthaltenen Substitutionen sind nicht ohne Mühe 
sämmtlich so ausgewählt, dafs ihre Determinante = +1 wird, indem die Sub- 
stitutionen mit der Determinante —1, welche unnöthiger Weise die Zahl der 
Systeme verdoppeln würden, ausgeschlossen worden sind; letztere gehen übri- 
gens aus den obigen 29 hervor, wenn man alle neun Coöfficienten der Sub- 


stitutionssysteme in ihre entgegengesetzten Werthe umwandelt. 


Ein Beispiel 


der Anwendung der Tafel Id. scheint wegen der grofsen Einfachheit unnöthig 
zu sein, und verweise ich auf die Beispiele zu II d. für den nun folgenden 


zweiten Fall der reducirten Formen, so wie auf $. 6. 





Eisenstein, über reducirte positive ternäre quadratische Formen. 


234 15. 


an a ’ er Ge ER 
Il. Tafeln für die Formen . 
—b, —b, —b 


unteren Co6fficienten. 


) mit nzcht positiven 


Da bei diesen Formen die Substitutions - Systeme nur solche Vertlical- 
reihen von Coöfficienten enthalten, welche mit einer der folgenden 14 über- 


einstimmen. 

- (2) (3) (4) ©) © (7) 
Eu B : 

’ 1. 

° 5 > 5’ RB E 

1) @Q) BO) 9 E > (7) 

1 | : ei Ei (—1 5 

0, n ‚10, 
Io “ Io £ 





so sollen, ähnlich wie oben, die Substitutionen durch Symbole mit drei Ziffern 
> aus der Reihe 1,2, ... bis 7 und 1,2, ... bis 7 vorgestellt werden, welche 
sich auf die jetzt geltenden, eben aufgestellten Combinationen von Substitutions- 
Coöffieienten beziehen, so dafs z. B. (1,2,7) das Substitutions - System 


1.0, —I 
(0 ® ) bedeutet u. s. w. 
0. 0. —I | 


II a. Tafel der möglichen Substitutionen nebst den Bedingungen zwischen den Coefficienten, 
welche erforderlich und zugleich hinreichend sind, damit durch eine solche Substitution 
eine reducirte Form mit nicht positiven unteren Coefficienten in sich selbst übergeht. 


EL 2 





Substitutionen. Bedingungen. 
(1, 2,3) keine Bedingung. 
(1,2,5) la =%, W"—0. 
(1,2,6) | d!—%, W"—0. 
(1,2,7) | a = WW", !—2b-+b". 
(1... 21 1) ef, u, 
(1, 3.6) d—= "= U, =" —=0. 
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Substitutionen. Bedingungen. 
(1,3,7) | W—=a", W’—b", o*), a—= 3b. 
(1,4,3) |a—=%", W—0. 

(1,6,2) Il d=W"—%, !—b"—0. 
(1,6,3) | = u4."—%, W’—W"— 0. 
(1,7,2) | d!—=a", W’—b", 0, a—=3%. 
(1,7,3) | d!—=a", VY—b", 0, a—= 3%. 
(2,1,3) | a—ua, b—b. 

(2,1,5) | a =! —=d —%, b'— 0. 
(2,1,6) la == Bd —%, "—0. 
(2,1,7) |a=ad), o. 

(2,3,1) Ja ==", b=b)—b". 
(2,3,7) | a = a— a" — 3b — 30 — 36". 
(2,4,3) Ja =d— 3%", b—W'—0. 
(2,7,1) Ja=a—=au", 0, W"’—W". 

(2, 7,3) | a = a—= a" — 3b — 3b’ — 3b". 
(3, 1,2) oda, b=b'— MW". 

(3, 1,7) | a=a—=ad", 0, b’—h". 
(3,2,1) ia =a—=a", bb) —#". 
(3,2,7) | a = a'— a" — 3b — 3b’ — 36", 
(3,7,1) la=a—=ud", o. 

(3,7,2) la=a—a", 0, bb. 

(4, 1,3) | ae", bb — 0. 
(4,2,3) | a =ea4—%", b—W—V0. 

(7, 1,2) | a = a — a" — 3b — 3b’ — 36". 
(7,1,3) | a = d— a" — 3b — 3b — 30". 
(7,2,1) | a =a— a'— 3b — 3b’ — 3". 
(7,2,3) | a=a—a", 0, W’—h". 
(7,3,1) |Ja=a—au", 0, b=b. 
(7,3,2) |a=a—=u", o. 





*) Der Buchstabe o bedeutet der Kürze halber so wie in $. 6. die Bedingung 


a+a=2%(b+W+"). 
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Aufser den hier aufgestellten 35 Substitutionen müssen aber, was in der 
Tabelle I. nicht der Fall ist, noch diejenigen zugelassen werden, welche aus 
ihnen entspringen, indem man den sämmtlichen sechs in irgend zwei Vertical- 
reihen des Substitulions- Systems befindlichen Coöfficienten entgegengesetztes 
Vorzeichen ertheilt; doch treten für diese neuen 105 Substitutionen noch fol- 
sende sehr einfache Bedingungen hinzu. Ist nämlich (p, g, r) eine der in 
. der Tafel vorkommenden Substitutionen, so müssen für die Substitution (p, g, r) 
aufser den der Substitution (p, 4, r) entsprechenden in der Tafel angegebenen 
Bedingungen noch die beiden = b'—0, für die Substitution (p, q, r) noch 
die Bedingungen d = 5" 0), und für die Substitution (p, Y; r) noch die Be- 
dingungen #’—5b"—- 0 hinzugefügt werden, wobei rücksichtlich der Bezeich- 
nung zu bemerken ist, dafs ein bereits über einer Ziffer befindliches Minus- 
zeichen durch ein neu hinzugesetztes — wieder aufgehoben werden soll. So 
sind z. B., damit eine redueirte Form durch die Substitution (3, 2, 1), welche 
in der Tafel vorkommt, in sich selbst übergehe, die Bedingungen « — «— a”, 
b— b'’ —b" erforderlich und hinreichend, und es ist nicht nöthig, dafs irgend 
einer der drei unteren Coefficienten d, d’ oder d" verschwinde; soll aber die 
Substitution (3, 2, 1) anwendbar sein, so genügt nicht die Gleichheit der 
oberen und die der unteren Coöfficienten, sondern es mufs aufserdem d = b'’— 0 
also freilich auch 2’ = 0 sein; für die Substitution (3, 2,1) mufs J=b"— 0 
also auch ’—0, endlich für die Substitution (3, 2, 1) mufs ’ — b"—=0 also 


5 BEN j ’ a,d, U\., i 
auch d=0 sein, so dafs eine reducirte Form wie ( Er ) in Betreff der 


b,b,b 
vier Substitulionen (3, 2, 1), (3, 2, 1), (3, 2, 1). (3,2, 1) entweder durch 
alle vier oder nur durch die erste derselben in sich selbst übergeht, je nach- 
dem = 0 oder von Null verschieden ist. Die Substitutionen der Tafel sind 
in Bezug auf ihre Vorzeichen nach einem solchen Princip ausgewählt worden, 
dafs die angegebenen Regeln stets gültig bleiben. So durfte in dem eben aus- 
geführten Beispiele von den vier einander entsprechenden und nur durch die 
Vorzeichen verschiedenen Substitutionen mit der Determinante —1 nur die 
Substitution (3, 2, 1) in die Tafel aufgenommen werden, weil sie die einzige 
a,d,a 
b,b,b 
bleibt. In gewissen Fällen war die Wahl zwischen zweien der vier zusam- 
mengehörigen Substitutionen gleichgültig, nämlich dann. wenn die hinzutreten- 


ist. welche auf Formen wie ( ) unter allen Umständen anwendbar 


























nz 


15. Eisenstein, über reducirte positive ternäre quadratische Formen. 237 


den Bedingungen db =b'—=0 oder d=Ö"—0 oder #’—=b"=—0 schon von 
selbst unter den Bedingungen der Tafel enthalten sind, wie z. B. bei den Sub- 
stitutionen (1, 6, 2), (1,6,3), (2,4,3) u. s. w., welche durch resp. 
(1, 6,2), (1, 6, 3), (2, 4,3) u.s. w. in der Tafel hätten ersetzt werden 
können. — Dafs, aufser den theils in der Tafel befindlichen, theils durch die 
angegebene Zeichen- Änderung aus ihnen hervorgehenden 140 Substitutionen 
mit der Determinante +1, fernere 140 Substitutionen mit der Determinante —1 
als sich von selbst verstehend auch hier gänzlich ausgeschlossen werden. wirt 
gewils Billigung finden. 

Aus der vorhergehenden Tafel erhält man durch umgekehrte Anord- 
nung, nämlich durch Zusammenfassen derjenigen Substitutionen, welchen der- 
selbe Complex von Bedingungen entspricht, die folgende: 


1b. Tafel zur Aufstellung aller Transformationen, durch welche eine reducirte Form 
mit nicht positiven unteren Coöfficieuten in sich selbst übergeht. 











Bedingungen. Substitutionen. 
TE 
Keine Bedingung. (1, 2,3). 
a—%ı, W"—0: (1, 2,5). 
a—%b", b’ —0: (1,4, 3). 
«— 2%, W"—0: (1, 2, 6). 
a—=%-V", W—=R%b-+h": (1,2,7). 
a—d, b=b': (2, 1,3). 
a — a", ’—W": (1,3, 2). 
a=d, 0 (d.h. a-+4—=2(b+d' -+45")): |(2, 1,7). 
ad = ıb—%, b"— 0: (2, 1,5), (2, 1, 6). 
a=d4—=Ub, b=b —0: (2, 4, 3), (4, 1,3), (4, 2, 3). 
a—ad"— db, !’=V"—0: (1,3, 6), (1, 6,2), (1, 6, 3). 
—a', W’—b", 0, a— 3b: (1, 3,7), (1,7, 2), (1, 7, 3). 
uw d—=a, b=b—l": (2, 3,1), (3, 1,2), (3, 2,1). 
a—= du", 0: (3, 7,1), (7, 3, 2). 
a—=a—a", 0, b—=b: (3, 7,2), (7, 3,1). 
a—=ad—u", 0, b!’—=b": (2, 7,1), (3,1, 7). (7, 2, 3). 
(2, 3, 7), (2, 7,3), (3, 2,7), 


dl" — 3 — 3": > 7eRe ie 
a (7,1,2), (7, 1,3), (, 2,1). 
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Für den Fall, dafs zwei der unteren Coöfficienten der Form ver- 
schwinden. verdoppelt sich die Zahl der aus dieser Tafel hervorgehenden 
Transformationen; jeder aus der Tafel erhaltenen Substitution mufs dann eine 
zweite entsprechende hinzugefügt werden, welche aus ihr dadurch abgeleitet 
wird. dafs man. wenn = b'—( ist, die sechs Coöffieienten der ersten und 
zweiten Verticalreihe, wenn 5 = b" —0 ist, die sechs Coöffieienten der 1ten und 
3ten Verticalreihe, wenn db’ b"—() ist, die sechs Coöfficienten der 2ten und 
3ten Verticalreihe des Substitutionssystems mit entgegengesetzten Vorzeichen an- 
nimmt. wobei es ganz gleichgültig ist, ob jene Bedingungen (d = b’— 0 u. s. w.) 
schon unter denen der Tafel begriffen sind, oder nicht. Für den Fall, dafs 
alle drei unteren Coefficienten verschwinden, also d = b' — b"—( ist, liefert 
die Tafel nur den vierten Theil der Substitutionen, und die übrigen werden 
erhalten. indem man nach und nach und immer gleichzeitig sowohl in der 1ten 
und 2ten. als in der iten und 3ten. als auch endlich in der 2ten und ten 
Verlicalreihe der Substitutions-Systeme die angegebene Zeichenänderung vor- 
nimmt. — Zwei Beispiele werden nicht überflüssig sein, um den Gebrauch 

| Arad 3, MN. 
der Tafeln zu erläutern. Um alle Substitutionen der Form A üg‘ 2) in 
sich selbst zu finden, mufs man die für sie stattfindenden Relationen (Bedingungen) 


zwischen den Coöfficienten: «= a, b=b', W’—b", a-+ «—=2(b-+-W' 4b" (0). 


| 
zum Gebrauch der Tafel in folgende Gruppen zerlegen: 


ohne Rücksicht auf die Bedingungen erhält man die Substitution (1.2.3). 


die Gruppe «= WW", = 2b-+b" liefert - - - (1,2,7). 
die Gruppe u—=«a, b=bliefert . . . . - - Ih 
die Gruppe a =, ehelen-  :i... I. Fer. 


also geht die vorgelegte Form durch jede der vier Substitulionen 
.B —. 0,1 0, —1. 0 0,1, —I 
(° t, 0). ( 0. —1., ') —1, 0. 09. (1,0, —1 
0. 0, 1 Bu 0. 0. —1 0, 0, —1 


mit der Determinante -— 1 und nur durch diese in sich selbst über. insofern 
es überflüssig erscheint. die vier Substitutionen mit der Determinante —1. 
welche aus jenen durch Zeichenänderung sämmtlicher neun Substitutions - Coef- 


—2.0.0 
ergiebt sich. aufser der evidenten Substitution (1, 2. 3). aus der Gruppe von 


D 4. 5 
licienten hervorgehen. noch besonders vorzuführen. Für die Form ( | 
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Bedingungen « = %, 5b" = 0 noch die Substitution (1.2, 6); da aber 
" — 4" — (0 ist, so müssen diesen beiden aus der Tafel erhaltenen die bei- 


den folgenden (1, 2,3). (1.2.6) hinzugefügt werden, so dafs die Form 


1.4.5 F 1.4, \ _ ’ | 
[2 0. 0 und jede Form wie og pM der a bist, durch jede 


der vier Substitulionen mit der Determinante --1: 


1. 0.0 ce a ww 7 
(v . 0). ( u \ (o Ey ') ( u ) 
0.0.1 Re 0. 0, —1 VEw 


und nur durch diese in sich selbst transformirt werden kann 





C. Versuch einer Tabelle der nicht äquivalenten unbestimmten 
(indifferenten) ternären quadratischen Formen für die 
Determinanten ohne quadratischen Theiler unter 20. 





Determinante. | Indifferente ternäre quadratische Formen. 
) 

) 

)” 

): (0,0) 0): 
1): 2. 9) 
1); 0) To 
1) 

Gr ee). 
. 1659.60 
Ka) 


*) Die in zweiter Zeile stehenden Formen für die geraden Determinanten sind die 
uneigentlich primitiven. 
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Determinante. | Indifferente ternäre quadratische Formen. 
0,0,4 1,1, 1 
1 0,0, 1) (0) Sauer ® 
0,0,13\ 71,2, —6 
3 (0,0. 1) (4 0) 
| 70,1, 14 u VDE Y 
14 (0.0 1» (00 0) 
0,0, 14 
0,0, 1) 
0,0,15\ N 1-35 (13, 5 
15 00 1» (00 0» (0 0.0» (00 0)" 
ö 0,0,11\ /—1,3, 6 
I‘ oo» Too 
170,0, 1A 71,14, —19 
oo 1» (be 0) 


Bei der Construction dieser kleinen Tabelle, welche noch während des 
Druckes vorliegender Abhandlung hinzugefügt worden ist, bestand die eigentliche 
Arbeit in dem strengen Nachweise, dafs die hier aufgestellten Formen wirk- 
lich erschöpfend sind, d. h. dafs jede andere unbestimmte Form mit derselben 
Determinante in eine von ihnen transformirt werden kann; denn dafs sie selbst 
alle untereinander nicht-äquivalent sind, geht unmittelbar daraus hervor, dafs 
sie sämmtlich in verschiedene G@enera (vergl. im 35ten Bande dieses Jour- 
nals S. 125 fl.) gehören. Indem ich mir die Auseinandersetzung der hierbei 
angewandten eigenthümlichen Vortheile voerbehalte, bemerke ich nur, dafs obige 
Formen als Repräsentanten der sie enthaltenden Classen immer so ausgewählt 
sind. dafs ihr erster Coöfficient mit der absolut kleinsten durch die Form dar- 
stellbare Zahl zusammenfällt. Was namentlich diejenigen Formen betrifft, durch 
welche Null darstellbar ist und deren Repräsentanten oben in der Tabelle die 
erste Stelle einnehmen, so zeigt man durch eine einfache Reduction ( vergl. 
Gauss Disq. arithm. $.317 der französischen Übersetzung). dals jede solche 
Form in eine äquivalente von folgender Art 

” € 
b,0, ei 


transformirt werden kann, in welcher der erste und fünfte Coefficient = 0 sind *), 





*) Es kann dies als ein specieller Fall eines von Jacobi neuerdings aufgestellten 
Salzes angesehen werden, dafs man nämlich jede quadratische Form mit beliebig vielen 
Variabeln in eine äquivalente transformiren kann, in welcher alle Glieder fehlen, bis auf 
die Quadrate und die Producte je zweier unmittelbar auf einander folgenden Variabeln. 








[4 
| 
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so dafs die Determinanie 4 einfach = a” d"" wird, während überdies «@’ und # 


noch besonderen Grenzbedingungen in Bezug auf #” und 6” unterworfen wer- 
den können. Enthält die Determinante 7 keine quadratischen Theiler. so 
muls 4’ —1,. a’ = 4 sein, und alle jene Formen redueiren sich dann für 
0,0, 4 
0,0, 1 
beiden - " ) ” ® - Bezeichnet man durch F die zugeordnete 
0,0, 1/°\0,0,1 n 
dieser Formen, so stellt # die Zahl +1 dar, es ist daher #' quadratischer 
Rest zu allen in 4 aufgehenden Primfactoren. Andrerseits folgt leicht aus 
dem von Legendre aufgestellten Satze über die Lösbarkeit der unbestimmten 
Gleichung 


ein ungerades ./ aul die einzige ( ). und für ein gerades 4 auf die 


a4 m. _ 
ur -+- uy+az =U\, 


und aus der Entwicklung, welche Gaufs diesem Satze gegeben hat. dafs 
umgekehrt Null durch jede ternäre Form f darstellbar ist, deren Determinante 
keinen quadratischen Theiler enthält, und für welche FRA, also F zu sämmi- 
lichen Primfactoren von 4 quadralischer Rest ist. Diese Bemerkung in Ver- 
bindung mit dem vorhergehenden Resultate, dafs für einen ungeraden Werth 
von / ohne quadratischen Theiler alle Formen, durch welche Null darstellbaı 
0,0, 4 


0.0 B redueirt werden können, führte zu dem merk- 


ist. auf die einzige ( 

würdigen Salze. 
„dafs für jede ungerade Determinante 4 ohne quadratischen Theileı 
dasjenige Genus unbestimmter ternärer quadratischer Formen, wel- 


chem die sämmtlichen in FRI enthaltenen zugeordneten Character: 
entsprechen, immer überhaupt nur eine einzige Classe von Formen 


0, 0,4 4 
enthält, welche durch die Form 5 0 ı) oder auch durch die ihr 
’ ’ 
I i 1, —1, 4 “ i 2 ae ie 
iqurwalente Form 0 0. Dewey + Id2° repräsentirt wird). 





*) Für ein gerades 4 ohne quadratischen Theiler existiren zwei solcher yenera, 
ein eigentlich primitives und ein uneigentlich primitives, welche ebenfalls jedes immer 
ER 0,1,4 
nur eine einzige Glasse enthalten, ersteres die Classe der Form (9; 0.1) letzteres die 
E) b) 
0,0,4 


Classe der Form (9 0 4J' 


32 # 
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Aus diesem (streng bewiesenen) Salze ergab sich die am Schlusse der ersten Ab- 
theilung ausgesprochene Vermuthung, welche wenigstens durch die obigen aller- 
dings nicht sehr zahlreichen Beispiele keine Widerlegung findet, dafs auch die 
übrigen “Genera für eine solche Determinante nur eöne Classe von Formen ent- 
halten, also die Zahl der Classen mit der Zahl der @enera — 2“ übereinstimmen 
möchte. Ist z. B. die Determinante eine ungerade Primzahl 4 == p, so existiren 
überhaupt nur 2 @enera mit den zugeordneten Characteren FRp und FAp, 
und für das erstere F'Rp ist durch das Vorhergehende bereits bewiesen. 
dafs es nur eene Glasse enthält; dasselbe wäre also nur noch für das zweite 


(renus nachzuweisen; Ist 9==3 (mod. 4), so enthält dieses zweite @enws jeden- 


1,1, —p 1,p, — 1 
falls die Form /: G 0 > mit der zugeordneten F'- ir E 0): so 


dafs für eine solche Primzahl nur die Frage bleibt, ob wirklich jede Form. 
für welche F'Ap oder — F'Rp, jener x’ --y’— pz” äquivalent ist. Die ve- 
nauere Ergründung des hier angeregten schwierigen Problems muls jedoch 


ferneren Untersuchungen vorbehalten bleiben. 






































16. 
Transformation einer beliebigen gegebenen homo- 
genen Function 4ten Grades von zwei Variabeln 
durch limeäre Substitutionen neuer Varıabeln in 
die Korm, welche nur die geraden Potenzen 
der neuen Varıabeln enthält. 


(Von Herın Otto Hesse, Professor an der Universität zu Königsbere. ) 


E: siebt nur zwei homogene ganze Funclionen,. deren Determinanten 
respective von demselben Grade sind. wie die Funetionen selbst. Ich verstehe 
unter Determinante einer Function die aus den zweiten parliellen Differential- 
quotienten zusammengeselzie Determinante. Die Transformation der einen. näm- 
lich der homogenen ganzen Function dritten Grades von drei Variabeln. dureh 
lineäre Substitutionen, habe ich in diesem Journal Bd. 28. S. 68 auseinandergesetzt. 
Die Transformation der andern. der homogenen ganzen Function 4ten Grades 
von zwei Variabeln, welche eine in die Augen fallende Analogie mit der 
ersteren darbietet und gleich wie jene eine einfache geometrische Interpretation 
gestattet, werde ich im Folgenden behandeln. An diese Aufgabe wird sich die 
Auflösung der allgemeinen biquadratischen Gleichungen anschliefsen; nebst der 
Untersuchung einer irreductibeln Gleichung vom 6ten Grade. welche vermöge 
gewisser Eigenschaften der Wurzeln sich algebraisch auflösen läfst. 


$. 1. 


Wenn man durch eine beliebige gegebene homogene Function 4ten Grades 
der beiden Variabeln z,., .x;. durch %,, %, die ersten und durch %,,, 4, = %,, . %.: 





die zweiten partiellen Differentialquotienten. nach den Variabeln genommen. 
bezeichnet, so hat man: 

CU tun = IU. 

(1) Lily + Un — Yun. 

Betrachtet man in diesen Gleichungen diejenigen Gröfsen x,, x, welche in 
den Theilen derselben links explicite vorkommen. als die Unbekannten und 
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Iösel sie in Rücksicht auf diese Unbekannten lineären Gleichungen auf, so 
erhält man, wenn man für den Ausdruck %,,%% — u, (der in dem Folgenden den 
Namen der Determinante der Funclion % führen soll) der Kürze wegen vo setzt: 
(2.) LU — 4 IU Un — du Un. 
v — —IU Un -- 3U; U,,. 
Aus diesen Gleichungen gehen nun durch Differentiation nach den Va- 
riabeln folgende Gleichungen hervor: 


2, — — ZU, Un — I; Un. 
(3) 2.v. ——— ZU, U — U Un. 
L,V, — — uU U U. 
2m —t = — IU Un + ZU; Un.» 


in welchen der Kürze wegen v, v, für die ersten partiellen Differentialquotienten 
der Funelion ® und Ay, Un, %ns % für die dritten Differentialquotienten 
der Function « gesetzt ist. 

Es sei ferner die gegebene Function: 

(4.) u — du, + 44,210. + 69,010 da; 0,024 4403- 
und die aus den zweiten Differentlialquotienten gebildete Determinante dieser 
Function: 

(9.) v — du + 46,01%; 4 6b. 0 {| 4,0, + buan. 


Alsdann hat man: 


14, = 48 IA, + Ian 5 R3. 

(6, er u u, ” Be 2 BY/FR X er 4- In: ; 
iv, = bu2r7 4 35,210. + 3620,22 4 6,02. 
I, — 5,2074 3632070 + 3d,0,0%5 + 0422. 


Betrachtet man in diesen vier Gleichungen die vier Gröfsen x. ©, %.. 
r,,. 2) rechts als die Unbekannten und löset die in Rücksicht auf sie Unbe- 
kannten lineären Gleichungen auf, so erhält man Gleichungen von der Form: 


4Rr, = yU-+ 7,3% -4 Pd + Pate: 

(7) 4Rr,ı, —= 7,4% 12% Padıt Padr: 
R 4Rx, 2, —= nyu, 4 75% 4 PC, 4 Pızda: 
4Ra,; = 15% + n4Ug + Pi3dıt Part:: 


welche Gleichungen aus eben so vielen verschiedenen Grölsen » und ı zu- 
sammengeselzt sind, als die aufzulösenden Gleichungen verschiedene Co&fficien- 
ten a und % enthalten. Der gemeinsame Nenner A der Unbekannten ist, da 
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die Gröfsen 5 vom zweiten Grade sind, vom 6ten Grade, und homogen in 
Rücksicht auf die Gröfsen a. Die Gröfsen 7 und p sind ebenfalls homogen 
und von den Graden 5 und 4. 

Zum Beweise jener Behauptung dienen die Gleichungen (3.), welche 
ich vorausgeschickt habe. Denn multiplicirt man die erste Gleichung (7.) 
mit 2, die zweite mit x, und setzt die Werthe von 2,9. 2,%. 20,. 0,0 
aus (3.), so erhält man 


Ihr, nm, = u {103 — Po Un — Pr 3Un} 

+ 1% up Po3Un- Padua} Pa2v, 
4Rrıa, — u 730, + Pau + 95 3U.! 

+ U (20 — Par Un — Pr du} + 920; 


welche beide Gleichungen die Form 
4Reir, = wA, + WA, - 4.20 


haben. wo A, und A, homogene Functionen von x, und .«, ersten Grades 
sind und A eine Üonstante ist. Betrachtet man aber in dieser identischen 
Gleichung die vier Coöfficienten der Variabeln in A, und A, und die Constante 4 
als fünf Unbekannte, so erhält man, durch Gleichsetzung der Coöffieienten gleicher 
Potenzen und Producte der Variabeln auf beiden Seiten der Gleichune fünt. 

Beziehung auf die Unbekannten lineäre Gleichungen, aus welchen sich für 
die Unbekannte A nur ein einziger Werth ergiebt. Dieser Coöfficient 4 von 
2» ist also in den beiden vorhergehenden Gleichungen einer und derselbe: 
also ist auch die Gröfse p;,, in den beiden ersten Gleichungen (7.) eine und 
dieselbe. Auf eben die Art läfst sich beweisen, dafs auch die Gröfsen »,, in 
der zweiten und dritten Gleichung denselben Werth haben, etc. 

Um zu beweisen, dafs auch n;, in den beiden ersten Gleichungen (7.) 
eine und dieselbe Gröfse ist, setze ich in den Gleichungen (3.) statt 2» seinen 
Werth = 1(2,9,-- 2,0,) und statt %, 11, un, Ws, %» Ihre Werthe als lineäre 
Functionen von ,, X. Wenn man zu diesen Gleichungen, welche, da die erste 
und letzte Gleichung nicht verschieden sind, nur die Stelle von drei Gleichungen 
vertreten, noch die Gleichung 4u = x,u, + x,%, hinzufügt, so hat man vier 





Gleichungen, deren Theile rechts die vier Grölsen &,%,, 2%. 1%, «4, 
und die Theile links die fünf Gröfsen x,9,, 2,%., 2,0,, X, und « auf lineäre 
Weise enthalten. Es lassen sich also die vier ersten Gröfsen lineär durch die 
fünf letzten Gröfsen ausdrücken. Setzt man nun diese Ausdrücke für z,%,. 
TU, Cr), CU, in die erste mit 7, multiplieirte Gleichung (7.) und gleich- 
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zeitig in die zweite mit x, multiplieirte Gleichung (7.), so nehmen beide 
(rleichungen die Form 
Hi, = vB, + vB; -+B.Au 

an: wo B, und B, lineäre homogene Functionen von x, und w, und B eine 
Consltante bedeuten. Bestimmt man die vier Co6ffiecienten in 3, und B, und 
die Consltante 3, indem man die Goelficienten gleicher Potenzen und Producte 
der Variabeln auf beiden Seiten der letzten identischen Gleichung einander 
oleich setzl. so wird sich, weil die aufzulösenden Gleichungen lineär sind. nur 
ein einziger Werth von DB ergeben. Da aber eben sowohl in der ersten, als 
in der zweiten behandelten Gleichung (7.). um sie auf die genannte gemein- 
schaftliche Form zurückzuführen, 3 für 7,, zu setzen war, so wird auch diese 
Gröflse ,, in den beiden ersten Gleichungen (7.) denselben Werth haben 
Eben so läfst sich beweisen, dals 7,, in der zweiten und dritten Gleichung 
denselben Wertli haben ete. 

Wenn man die Werthe von 2). 2; %;, 2,0%;, x, aus den Gleichungen (7.) 
ın die Theile rechts der Gleichungen (6.) setzt, so erhält man durch Gleich- 
stellung der Goöfficienten der Gröfsen a, %. ve, und v, auf beiden Seiten 
der Gleichungen (6.) folgende Systeme von Gleichungen: 


R — Ayla, IAzyT1;, - 34T + Ua. 
(8. 0 0 I IA; 1 3A Tl AT. 
) = Ay, TTy, 1 IA TL;, u 34379 2 Aa’lıze 
R— 4,7; + 34212 -+ I; + UyTlus 
= by 38,, 715, - 30.71 + baflız: 
(9) DO == Bufis; ir 30,, 712 + 30273 on bi; Ugs 
0 = 9,0, + 3027135, + 3b: + 047; - 
0 = 5,7; + 302 + 301375 + On 
0 = uuPw IdzıPz1 + SunPa- 4;P1- 
(10.) — AP IA Pa 3a2Pıst 4ısPu: 
0 = 4ıpo- Id Pzı 7 34, Pa - AuPıs» 
0 = 4,P + 3Uan Pa -—- IazPız T 4uPirs 
R= buPao- 3bzıP31 + 3baPn Tr b5P1; 
A 1) — buPw- 3bz1 Ps1 Tr 3b Pr ;4 bsp . 
0 = bzPsi un 362P “7 3bsPi5 7 bo Pin ® 
R —= b,P3 + 36,P2 + 305 Pıa + DuPpu - 
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Diese vier Systeme von Gleichungen lassen sich, als Sätze, wie folet aus- 





sprechen: 
(S.) Die Ausdrücke x,u, und x,x, verschwinden, wenn man in ihnen ıı, 
für die Producte xx); setzt, während die Ausdrücke x, uw, und x, u, 
den Werth 4R annehmen. 
(9.) Die Ausdrücke x,v,, 7,%, %,%,, 2,0, verschwinden sämmtlich, 
wenn man ı, für ajxı setzt. 

(10.) Die Ausdrücke zu. 2%, 25%. u, verschwinden sämmtlich, 
wenn man p,, für xixh setzt. 

(11.) Die Ausdrücke x,v, und x,v, verschwinden, wenn man in ihnen 
p,, für die Producte z;x‘ setzt, während die Ausdrücke vv, 
und x&,v, den Werth AR annehmen. 

Man setze nun statt der Gröfsen @ die entsprechenden Gröfsen 6. Durch 
diese Änderung mögen die Gröfsen p, welche allein von den Gröfsen a ab- 
hangen, in die entsprechenden Gröfsen g übergehen, so dafs die Gleichun- 
sen (10.) in 

= bu bug 30a + Pay: 
.. 0 = bg dag 3b 4134 3445 
(12.) 0 


= b,, 91 + 3b 3b5415 4 bugo 


b;ı I + 3b G3ı -F 3b; VER 4- bug D 





sich verwandeln. Aus der Vergleichung dieses Systemes von Gleichungen mit 
dem Systeme (9.) ergiebt sich, dafs die Gröfsen 4 den entsprechenden Gröfsen 
proportional sind. Es folgt daher: 
Gun T UT „0. : 
Und wenn man diese Werthe der Gröfsen 7 in die Gleichungen (8.) selz!l. 
so gehen dieselben in 
uR 
0 = A, + 345192 + Ida A13Yur; 
(13.) 0 — 4.4. -- 3a» 0: + 3a.4o—-- 
31/0 7 94a Ga 7 YA Ya Tr Aufız» 
uR = Ay + 342422 3413413 Aa Qos 


\ 


| « | 6 
du Il“ 3222 A341» 





über. Diese beiden Systeme enthalten folgende Sätze: 
(12.) Die Ausdrücke x,0,, 2%, 2,0,, 7,0, verschwinden sämmtlich, 
wenn man q,, für die Producte x7x% setzt. 
(13.) Die Ausdrücke x,u,, x,u, verschwinden, wenn man in ihnen q,; 
für die Producte x;x; setzt, während die Ausdrücke z,u,, x, u, 
die Werthe 4uR annehmen. 
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Da die Gröfsen p in Rücksicht auf die Gröfsen # vom vierten Grade 
sind, so werden die Gröfsen g vom achten und die Gröfse u wird vom drit- 
ten Grade sein. 

Man kann die Gröfsen p, rn, R, so wie die Gröfsen y und «, dem Vor- 
hergehenden zufolge, als Functionen von @ bestimmt betrachten. Die erstern 
stellen sich nämlich, wenn man die gegebenen Gleichungen (6.) auflöset, als 
die Coöfficienten in den aufgelöseten Gleichungen (7.) dar; die Gröfsen y 
entstehen aus den entsprechenden Gröflsen p, wenn man in den letzteren die 
Gröfsen a in die entsprechenden Gröfsen 5 verändert, und die Gröfse « stellt 
sich als der gemeinsame Quotient bei der Division der Gröfsen y durch die 
entsprechenden Gröfsen zz dar. Wenn nun diese Gröfsen auf die angegebene 
Art als bestimmt betrachtet werden, so kann man umgekehrt die Aufgabe stellen: 
die Form der Gröfsen a zu bestimmen, welche allein den Gleichungen (13.) 
genügen. Mit Rücksicht auf die Gleichungen (12.) wird man finden, dafs die- 
selben von der Form 

d,4-: + Nb, 4. 
sind. oder, wenn in den Gleichungen (13.) uR eine beliebige Gröfse bedeutet. 
so werden die Werthe der Gröfsen « von der Form 


Ma, ._.+ Nb,.-. 
sein. Hierauf beruht folgender Satz: 
(14.) Jede homogene Function u vom 4ten Grade, deren Coecfficienten «a 
den Gleichungen (13.) genügen, in welchen uR einen beliebigen 
Werth hat, die Gröfsen q aber die im Vorhergehenden bestimm- 
ten Werthe haben, ?st von der Form: 
Mu 4- Nv. 
Woraus wiederum folgt: 
(15.) Die Determinante w der Function v, das heifst die Determinante 
der Determinante der Function u ist von der Form: 


w —= mu--.nv. 


Denn setzt man in den Gleichungen (3.) für die Gröfsen « die entsprechen- 
den Gröfsen 5, wodurch die Gröfsen 5 in die Gröfsen ce übergehen mögen 
und die Funclionen ® in ve und v in w sich verändern, so verschwinden die 
Theile rechts, der auf diese Weise veränderten Gleichungen, wenn man g,; 
für die Producte xx? setzt, nach (12.), und die Gleichungen selbst nehmen 
die Gestalt der Gleichungen (13.) an; mit dem Unterschiede, dafs die Gröfsen e 
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die Stelle der Gröfsen « vertreten. Es verschwinden also die Ausdrücke x, ıw, 
und 2,0, wenn man g,, für die Producte a7} selzt, während die Aus- 
drücke z,w,, 2,w, einen und denselben Werth annehmen. 

Die Gröfse R war im Vorhergehenden als die Determinante folgender 


Componenten bestimmt: 
U 3q;, 3dy LER 


A; IM Il Ay 

bu 3b Br bi; 

bi In 3b da: 
Durch die Änderung der Gröfsen a in die entsprechenden Gröfsen db, wodurch 
die Gröfsen d,, nach (15.) in die entsprechenden Gröfsen ma,,;--nb,, über- 
gehen, möge R in S übergehen. Macht man aber die erwähnte Änderung 
der Componenten der Determinante R und bildet hierauf die Determinante, 
so zeigt sich leicht, dafs 

(16) S—= m’R 
ist. Ändert man auch die erste Gleichung (11.) auf die genannte Weise. so 
seht dieselbe in 
SS — m (4,4 + 3451451 + 3402 -- 4134913) 

über. Vergleicht man diese Gleichung mit der ersten des Systems (13.), so 
ergiebt sich, mit Rücksicht auf (16.): 


(17) u=m 


Wenn man in den Gleichungen (8.) und (9.), durch welche die Gröfsen 
bestimmt sind, die Gröfsen « in die entsprechenden Gröfsen 5 übergehen läfst. 
wodurch die Gröfsen 5 in die Gröfsen ma-+nb und R in m’ übergehen. 
so werden die Gleichungen erfüllt, wenn man für die Gröfsen 7 die ent- 
sprechenden Gröfsen m’p —ng setzt. Daraus folgt: 

(18.) Dafs durch die Änderung der Gröfsen a in die entsprechenden 
Gröfsen b, die Gröfsen b in die entsprechenden Gröfsen ma--nb, 
die Gröfsen n in die entsprechenden Gröfsen m’p—ny, die 
Gröfsen p in die entsprechenden Gröfsen mr, ferner R in wR, 
uin v und v in w= mu--nv übergehen. 

Wenn man eine Function U aus der beliebig gegebenen Function 
vierten Grades und ihrer Determinante v in der Art zusammensetzt, dafs 


(19) Um d.u-d.v 


ist. wo d und Ö beliebige Constanten bedeuten, so hat die Determinante F 
33 * 
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dieser Function die merkwürdige Eigenschaft, dafs sie von derselben Form 
wie U ist. 

Denn erwägt man, dafs die Ausdrücke z,U, und &,ÜU, verschwinden 
und die Ausdrücke z,U, und ©,ÜU, den Werth Amftd annehmen, wenn man 4g,; 
für 270% selzt, und verändert man in den Gleichungen (3.) die Buchstaben 
uin U und v in V: so ist aus diesen geänderten Gleichungen zu ersehen, 
dafs auch die Ausdrücke ©,V, und x,V, verschwinden, während die Aus- 
drücke x,V, und x,V', gleiche Werthe annehmen, wenn man g,, für x; x setzt; 
woraus sich mit Rücksicht auf (14.) Folgendes ergiebt: 

(20.) Die Determinante V der Function d.U--0.V ist von der Form 
V=D.u-41.v. 


Um D und 4 zu bestimmen, bemerke ich, dafs « den Werth 2R an- 
nimmt, und v» verschwindet, wenn man 7, , für die Producte x. setzt, und 
dafs » den Werth 2% annimmt und w verschwindet, wenn man p,, für z7«: 
setzt. Bezeichnet man nun durch V, und V,, die Ausdrücke, in welche V 
übergeht, wenn man 7,, oder p,, für die Producte xx? setzt, so erhält 
man aus (20.): 

(21.) Ya aRD; VW, = 24. 

Durch diese Gleichungen werden zwar die Gröfsen D und 4 als homogene 
Functionen zweiten Grades in Rücksicht auf d und d bestimmt, allein die 
folgende directe Bestimmung dieser Funciionen gewährt noch einfachere Re- 
sultate. Ich bemerke noch, dafs die Coöfficienten von Öd* in den Functionen 
D und 4 respective »n und rn sind, weil für d—=0 und d—=1, V—=mu--nv 
wird, und dafs die Coöffieienten von d* in den Functionen D und 4 respective 
0 und A sind, weil für d=0, V=v wird. 

Wenn man die Determinante vo der in (4.) gegebenen Function bildet, 
so wird man für die Coä@fficienten ö der Determinante vo folgende Werthe 
erhalten: 

bu —= 12° (a,a» — 4i;), 
2.b, = 12 (u,a3 — Ayla), 
(22.) 6.6. 12° (aa -+- 2a;,43 — 32), 
2.bi; 12° (a,,0;, — 41342), 
du = 12° (aut — M5)- 


| 


| 


Bildet man hierauf die Determinante Y und setzt die Co6flicienten x] und x: 
auf beiden Seiten der Gleichung (20.) einander gleich, so erhält man die 


$ 
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beiden Gleichungen 
12? ((da,,+ 0b,,) (day +06») — (day -+0b,,)} = Day-+-Ib,. 
12° (da, + 0b.) (day + db) — (da, 0b,)’} = Da,-- Ab... 
aus welchen sich folgende Werthe von D und 4 und m und n, welches die 
Coöfficienten von d? in D und 4 sind, ergeben: 
— —2ndd --mö”, 
I—= +d nd’, 
3.12° fan a4 24,34; 42 — 4y — Ay — Ayuliz. 
n —= + 12° {4a,,4,, — 342 — Aydyh. 


(23.) 


\ 


Selzt man der Kürze wegen: 

(24) Vv= d4—0d4 — d’--3ndd’ — md’, 
so lassen sich die Gröfsen D und 4 durch die partiellen Differentialquotienten 
von V wie folgt ausdrücken: 


D= ri + I = 7 3 


Die Determinante von w—=mu--nv wird nach dem Vorhergehenden gleich 
— n'm.u--(m’--n’)v. Dieselbe wird aber auch aus = mu-+ nv gefunden, 
wenn man die Gröfsen « in die entsprechenden Gröfsen 5 verändert; wo- 
durch # in vo und v in mw--nv übergeht. Wenn nun durch diese Änderung 
m in an’ und n in n’ übergeht, so geht % in mn’u--(m’--nn')v über. Es 
ist daher 
— nm — mn und m+n — mann, 
woraus 
m — man; "= —n folgt. 
(25.) Wenn also die Gröfsen a in die entsprechenden Gröfsen b über- 
gehen, so geht m in m’--2n’ und (—n) in (—n) über. 





Sg. 2. 
Die Transformation der gegebenen Function u = aus + 4u.wı 


+64»27 234 40,20,02 4 4,82 (4.) durch Substitulionen von der Form 


2 = eyız Py 
26. ! ’ 
er 7, ayı ty: 


| 


in die Form 
27) u = Ayi+6lyiy4 By: 
erfordert die Bestimmung von 7 unbekannten Gröfsen «, P, «', #, A, B, 
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Substituirt man die Werthe von x, und x, und (26.) in die gegebene Function x, 
welche den Theil links der Gleichung (27.) bildet und setzt auf beiden Seiten 
dieser Gleichung die Coöffiecienten gleicher Potenzen und Producie der Variabeln 
einander gleich, so erhält man nur 5 Gleichungen; welches beweiset, dafs man 
zweien von den zu bestimmenden Unbekannten beliebige Werthe geben, z.B. 
e — %" —=1 setzen kann. Von diesen 5 Gleichungen führe ich nur die 3 an, 
welche die Werthe von A, B, C bestimmen, nemlich: 
A=(wW, B= (u, 
(28.) 12C = ca (u); + ?oo (un) + ee (Un); 

== PP(u). + 2pP (Ur2)e + PP (Un).; 
Wo (Ur (Uıdanır-s (U)35 (Uir)az ».. die Ausdrücke bedeuten, in welche , %,,,.. 
übergehen, wenn man in ihnen statt &,x, entweder ««' oder AP’ setzt. Die 
beiden andern Gleichungen, welche die Verhältnisse «:«' und P:’ bestim- 
men, werde ich durch andere äquivalente Gleichungen ersetzen. 


Betrachtet man « als eine Function der Variabeln y,, y;. bezeichnet die 
ou O’u nf ou 

Or: öy 0; oy, 0%; 
nante ae?’ — «= r, so ist die Determinante: 





Determinante Rn.) derselben durch ©’ und selzt die Determi- 


1 
m) v= ev. 


Diese Gleichung findet man in diesem Journal (Bd. 28. S. 89) hergeleitet. 
Die Determinante v’ ist nun 

















j | u 
— 18.0(4y+ FT yiyi+ Bi). 
Wenn man diesen Werth in (29.) setzt, so wird 
Er AB—30 , 2 
—_ — |Ayi | T yiyi+ By}. 
nn ’ RR i r* ; ’ - ö 
Multiplieirt man diese Gleichung mit d = PNaB 905° die Gleichung (27.) mit 


Co 
(AB-905) 





d — — und addirt beide Gleichungen, so erhält man 


(30) d.u+d.v = eyıy- 


Diese Gleichung beweiset, dafs sich jede gegebene homogene Function 
vierten Grades von zwei Variabeln, und ihre Determinante, mit solchen 
Constanten multiplieiren läfst, dafs die Summe ein vollständiges Qua- 
drat wird. 
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Um die Constanten d und d', oder vielmehr ihr Verhältnifs, worauf 
es hier ankommt, zu bestimmen, bemerke ich, dafs, da U = d.u--0.v ein voll- 
ständiges Quadrat ist, dieselben Werthe der Variabeln &,, X, welche U ver- 
schwinden machen, auch die partiellen Differentialquotienten U,, U, dieser 
Function werden verschwinden machen. Aus den Gleichungen (2.) ist aber 
zu ersehen, dafs für die Werthe der Variabeln &,, x,, für welche die par- 
tiellen Differentialquotienten z, und %, der Function % verschwinden, auch die 
Determinante verschwindet. Mithin verschwindet für die Werthe der Varia- 
bein, für welche U/ verschwindet, auch die Determinante V = Du -- Sv dieser 
Function. Nun ist aber, wie aus (26.) erhellet, y„=1, y, =0 für 2, = «, 
n—=ea, und y=0, „=1 für —=Pf, ».—Pß' Es verschwindet also 
nach (30.) U = d.u-+.0.v für diese beiden Werthenpaare, und eben so die 
Determinante V = Du-+ Av dieser Function. Diese Werthenpaare genügen 
also den beiden Gleichungen 


81) du+dvr—=0 und uw —V. 


Eliminirt man aus diesen Gleichungen % und » und setzt der Kürze wegen. 
wie in dem vorigen Paragraphen, V= d. 4 — 0.4, so erhält man, mit Rück- 
sicht auf (24.), zur Bestimmung des Verhältnisses d:d die cubische Gleichung 


32) 7= #-13nd®— md — 0. 


Diese Gleichung beweiset: dafs sich jede beliebige Function vierten Grades 
von zwei Vartabeln, und ihre Determinante, auf drei verschiedene Arten 
mit solchen Constanten multipliciren läfst, dafs ihre Summe jedesmal ein 
vollständiges Quadrat wird. 


Wenn man nun ein Werthenpaar d und Ö' bestimmt hat, welches der cubi- 
schen Gleichung (32.) genügt, und man setzt dieses für d und Öd in eine der 
Gleichungen (31.), z. B. in die erste, so werden die beiden Werthenpaare von 
2, X, Welche dieser ersten Gleichung genügen, die gesuchten Werthe von 
ec’ und 5’ sein. Da aber in diese Gleichung nur das Verhältnifs von «, 
zu X, eingeht, so wird man von diesen Variabeln die eine, z. B. «,. und 
eben so die Unbekannten « und f’, gleich 1 setzen können; worauf sich die 
beiden andern « und 5 als die ungleichen Wurzeln der nach x, biquadratischen 
Gleichung darstellen, welche zwei Paare gleicher Wurzeln enthält. Hat man 
aber durch Auflösung dieser Gleichung die Coöfficienten der Substitutionen (26.) 
gefunden, so geben die Gleichungen (28.) die Werthe der Coöfficienten A, 
B, C in der transformirten Function (27.). 
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Die Verhältnisse &:«@ und £:P’ sind nach dem Vorhergehenden als 
die ungleichen Wurzeln einer der biquadratischen Gleichungen (31.) bezeichnet. 
Ks ist aber wichlig, statt dieser eine quadratische Gleichung zu bilden, deren 
Wurzeln die ungleichen Wurzeln der biquadralischen Gleichung (31.) sind. 
Zu diesem Zwecke differentiire ich die durch die Substitutionen (26.) iden- 
tische Gleichung (30.) 

d.u-+d.v = pyıy: 


zweimal partiell nach &,, was 


a 2 ) a Aut 
d.u 10.v = 1 5 Far A Fütner 2 3 ap 
ai. 2 e\ dr, Tr, dee, y19271 ” FR ae 
sjebt. oder. wenn man af’ — «PP =r setzt: 
we 20 2 
du, +d.0, = ZIP" —Adp'yy+a®y}. 
! r” - ) ’ ng 


Ich nehme nun an, es sei in dieser identischen Gleichung, sowohl rechts als 
links. @«@' oder 9/9" statt ©,0, gesetzt. Unter dieser Hypothese verschwindet 
das Product y,y, und es bleibt die Gleichung richtig, wenn man das Glied» 
— 4e'P’yıy in +2e’P’yıy, verändert. Durch diese Änderung geht aber die 


Gleichung in 


20 
d.u,n+d.v, = = Pyıte'yı) 
über. oder, wenn man für A’ya+e'y, seinen Werth x, selzt,. in: 


d. Un d. ST az 


Dieses ist die gesuchte quadratische Gleichung, deren Wurzeln die un- 
gleichen Wurzeln der biquadratischen Gleichung (31.) sind. Ich führe fol- 
sende drei Formen dieser quadratischen Gleichung an: 


dutd— ei =D, 


i 2 
(33.) d.un+0.0.+ Tan — Ö, 
j 





\ 20 Y 
d.un + 0.0, — = 7, = 0. 


Die zweite und dritte Gleichung erhält man durch einen ähnlichen Calcul, wenn 
man. statt die identische Gleichung (30.) zweimal nach x, zu differentiiren, 
sie nach z, und &,. oder zweimal nach x, differentiirt. Die dritte Gleichung 
erhält man aber auch unmittelbar aus der ersten, wenn man 7, mit x, ver- 
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tauscht. und die zweite aus einer angemessenen Combination der ersten und 
dritten Gleichung mit der Gleichung (31.). 

Um diese drei Gleichungen in eene von der allgemeinsten Form zu ver- 
einigen, bezeichne ich mil p, und p, zwei beliebige Gröfsen, multiplieire die 
drei Gleichungen der Reihe nach mit p,. 2p1P:. p: und addire die Producte 
Dies giebt die Gleichung 

(34.)  diunpi- 2U2Ppıp: - ünpat 


N 2) I 6 2\ 20, 2 
(vupi- 2v.PıPpa- v2) — (tip: - 2; Pı) ==. (), 


welche sich auch. wenn man mit (%,,), (Ua), «+. (U). (Eyı)» » . die Aus- 
drücke bezeichnet. in welche %,,. %,. ... übergehen, wenn man darin statl 
2%,. 2, die beliebigen Gröfsen p,. p, setzt, so darstellen läfst: 

(35.) dı%,) 2 + 2 (U)Eı m (U) 23} 


y . .. 0 Y 2 « ad . 
Es bleibt nun noch übrig. den Werth von welche Gröfse in den 


vorhergehenden Gleichungen vorkommt. zu bestimmen. Zu diesem Zwecke 
erinnere man sich, dafs die angegebenen quadralischen Gleichungen dieselben 
Wurzeln haben. welche die biquadratischen Gleichungen (31.) doppelt ent- 
halten. Aus diesem Umstande läfst sich schliefsen, dafs die quadratischen 
Gleichungen, z. B. die erste Gleichung (33.), quadrirt, in die biquadratische 
Gleichung, abgesehen von einem constanten Factor o, übergehen muls. oder. 
dafs folgende identische Gleichung Statt findet: 


f 20 D) ’ N \ 
‚du, - dvtu— a — o(du +0Öv). 


.2 


Setzt man die Coefficienten von x) zu beiden Seiten dieser Gleichung ein- 
ander gleich. so erhält man 

ss — 12° (day dby) 
Durch Gleichsetzung der Coöfficienten von x,&; zu beiden Seiten der Glei- 
chung erhält man eine Gleichung, aus welcher sich, wenn man den gefundenen 


BR! ' 2 
Werth von o substituirt. folgender Werth von — ergiebt: 
2 


20 T- (da, +0b \(da,; + ob, ,)— (da,, +0b,,)(da,, —öb,,) 


tn m nn . 


r’ Ä 6(da,, + db,,) 
Um den Zähler dieses Ausdrucks zu transformiren. nehme ich die zweite 
Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XLI. Heft 3. 34 


+0 
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Gleichung (22.). nemlich 
b,, u 


12° 
2 
zu Hülfe. Diese Gleichung geht in 


(4y,@ı3 — Gy, do) 


| 12? Ä 4 ER 
Da, + Ab, = E 2 ((da,,-- 0b,,)(da, + db) — (da;, +-0db,,)(da»-+ 0b» } 


über, wenn man die Grölsen « in die entsprechenden Gröfsen da -;-Öb über- 
sehen läfst; durch welche Anordnung u in du-+0dv und ve in Du- Av über- 
geht. Es ist daher: 








_ 2 __ ,,.Paut4b,. 
0° u da,, + öb,, 
6 D B:-; . 2 
Da aber nach (32.) 7 = 5 Ist, so nimmt der gesuchte Werth von — = 
dl 

die einfache Gestalt 

ap <o d 

(36.) — = =+y an. 


Ich werde nun noch ein Paar Formeln ableiten, welche in der vor- 
liegenden Untersuchung eine Anwendung finden. 

In der identischen Gleichung (30.) hatten die CGoefficienten d und J 
die Bedeutung: 








>; Co Br r?’o 
— 0 7B-90> 7 7 RTAB-90H 
Wenn man die zweite Gleichung in die erste dividirt, so erhält man 
d „ee 
a5 en 


und wenn man den Werth von # = «p’— «a substituirt. 
ER. . ion. . AU 

12? Ö 
Dieser Werth von € hat eine einfachere Gestalt, als der in (28.). Ferner 
erhält man aus der zweiten der eben angegebenen Gleichungen, wenn man 
den Werth von go aus (36.) substiluirt: 


‘ Be —ap)" I 
ws) ar — ZURZEN, = 


a 








Diese Untersuchung beweiset folgende Auflösungsmethode des behan- 
delten Problems: 


„Man bestimme durch Auflösung der cubischen Gleichung (32.) ein 
„Werthenpaar d und d, welches dieser Gleichung genügt, setze dasselbe 









16. Hesse, Transformation homogener Functionen Alten Grades. 257 


’ 2 d a et ' 
„und den Werth von -7 = : ‘z aus (26.) in eine der quadratischen 


„Gleichungen (33.) und suche zwei Werthenpaare ««' und 3}', den Wur- 
„zeln der quadratischen Gleichung entsprechend, welche der Gleichung 
„genügen. Diese sind dann die Coöfficienten der Substitutionen (26.). 
„durch welche die gegebene Funclion « in 


i . HH — ıQ\2 1 BR , 
(39.) u = (u).Yı ae (e 2 15 2) Yı y? + (W);s Y: 


„transformirt wird.” 





Jeder Wurzel der cubischen Gleichung (32.) entspricht eine andere Trans- 
formation der gegebenen Function. 


$. 3. 
Mit der Transformation der homogenen Functionen vierten Grades, von 
den beiden Variabeln x,, x, steht die Auflösung der allgemeinen biquadrati- 


ai s . ae x 
schen Gleichungen in der engsten Verbindung. Setzt man nämlich —— A 
5 5 . a a ’ Br 
und — == Y, so geht die allgemeine biquadratische Gleichung 
V > 


(40.) — — 4, A - 4a, A’ +60, X’ 44a, X, — 0 
durch die Substitution 


.. @Y-+Pß 
(41.) X IE a' Y+P#' 


in die nach Y’” quadratische Gleichung 
(42) AY'-6CY’+-B=V 
über. Es seien nun Y?=#° und Y° = uw’ die beiden Wurzeln diese: 
quadratischen Gleichung, also Y= +4 und Y=+u die vier Wurzeln 
der Gleichung (42.). Setzt man diese Werthe von Y in (41.) und be- 
zeichnet die Wurzeln der biquadratischen Gleichung (40.) durch ÄA,. A). 
A,. A,. so erhält man für die Werthe der Wurzeln der biquadratischen 
Gleichung (40.): 
_. @4A-+ß ® . @I—ß 
nenne 4 u 
ii SER —” 
A, aut?’ A, . au — ß' 
Wenn man der Kürze wegen — — a und Gh setzt, so erhält man durch 
Elimination von A und «u aus den Gleichungen (43.) folgende Relationen 
34 * 


(43.) 
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zwischen den Wurzeln X der biquadratischen Gleichung (40.) und der Wur- 


zeln - ==, u b der quadratischen Gleichung (33.): 
| er KR R)(a+b)--ab — 0, 
I TER URL Ka tb) Lab — 0 


Die Ausdrücke (43.) der Wurzeln der biquadratischen Gleichung (40.) 
haben eine ungewöhnliche Form. Es ist bekannt, dafs sich jeder Wurzel 
einer algebraisch auflösbaren Gleichung eine Form von der Art geben lälst, 
dafs die algebraischen Ausdrücke, aus welcher sie zusammengesetzt ist, sich als 
rationale Functionen der Wurzeln der Gleichung darstellen lassen. Es lassen 
sich aber auf keine Weise die Gröfsen «5, wenn man «'P’' etwa =1 setzt, 
und eben so wenig die Gröfsen #4, «, rational durch die Wurzeln X aus- 
drücken. Diese Form der Wurzeln wird man erhalten, wenn man gleichmäfsig 


alle drei Wurzeln der cubischen Gleichung (32.) in die Rechnung einführt. 


LIE — oe u Sr 
Ich werde durch z- 3 - die drei Wurzeln der cubischen Glei- 


2 3 
“6 . . . - L 
chung (32.) bezeichnen, und die diesen entsprechenden Wurzeln = der qua- 
. 


dralischen Gleichung (33.) durch «,d,,. &b,, a,b,. Die Gleichungen (44.) 
veben dann: 


\ 


(A R—UX-4X)a+b)+tab, 0, 
IA, X, u (A, +. X,)(a,+b,)- us a,b, == 


Durch Verlauschung der Wurzeln A, und X, erhält man aus diesen beiden 


(45.) 





Gleichungen: 
(46) Ad; — 1X +-X,)(a+b)-- ab — U, 
AL, X)a+b)+ab = 0, 
und durch Vertauschung der Wurzeln X, und Ä, in (45.): 
(47) XA,— UN X); +b)- 0b, — 0, 
RR —YHR+ KL); -+b)+0b, — (0. 


Aus je zwei dieser drei Systeme von Gleichungen geht eine Gleichung fol- 
senden Systems hervor: 


0b, —4(9--b)(;-+b,)+a,b, = UV, 
(48.) a,b, — 4(a,+b;)(a, + b)+ab = 0. 
ab, — 4(a+b,)(a;,- Fasich —=d. 


Wenn man die drei Gleichungen, welche sich aus der quadratischen 


or h ’ du 
(Gleichung (33.) finden, indem man nach einander statt 5 die Wurzeln der 
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eubischen Gleichung (32.) setzt, mit einander multiplieirt, so erhält man eine 
Gleichung 6ten Grades, deren Coöfficienten symmetrische Functionen der Wur- 
zeln der cubischen Gleichung (32.) enthalten. Drückt man diese durch die 
Coöfficienten der cubischen Gleichung aus, so werden die Coöfficienten in der 
Gleichung 6ten Grades zu rationalen Functionen der Gröfsen «,,. Diese 
Gleichung, zwischen deren Wurzeln «, 5 die Relationen (48.) Statt finden. 
läfst sich nun umgekehrt mit Hülfe der cubischen Gleichungen (32.) in drei 
quadratische Gleichungen zerlegen, und ist also algebraisch auflösbar in Rück- 
sicht auf die Gröfsen «@,,. In dem folgenden Paragraphen werde ich die eben 
semachte Bemerkung dahin erweitern, dafs ich beweisen werde, wie jede 
Gleichung 6ten Grades aufgelöset werden kann, wenn zwischen den Wurzeln 
derselben die Relationen (48.) Statt finden. 


Addirt man die beiden Gleichungen (45.) und setzt für die Summe 





| . 4a 13 
A, + A, 4-AX,-+-X, ihren Werth — —t, so erhält man 


40 


Y,X. IX A,+2- a,,(a +b,)+a0@ b, k 
ER) sn. 


do 





Es haben aber «a,--Öd, und a,d, folgende, aus der ersten von den Gleichun- 
sen (33.) entnommene Werthe: 


Zeeutb, 


a-+b, = —2: 


f 
Fi do + bi; 
1 








d 2 
zZ kette —ız e 


2 
r 
a,b, = 1 





d, 
Ze dio + bio 


1 


Setzt man diese Werthe in die vorhergehende Gleichung, so kann man der- 
selben, mit Berücksichtigung der Gleichungen (36., 23. und 22.), folgende Ge- 
stalt geben: 

ats —6-12:00,)—6.12.6,.0, 


pe ee 00.2040.) 
0 6 40 40 





oder die noch einfachere: 


49) KK) = (56.1220 
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Diese Gleichung beweiset, dafs sich die Wurzeln der cubischen Gleichung (32.) 
rational durch die Wurzeln der biquadratischen Gleichung (40.) ausdrücken lassen. 
Addirt man zu der Gleichung (49.) die beiden Gleichungen 











=>Y?: Fa, 4a, , oe 1 - bio 
a Mu [1 a. 
d,, 4 
’ a, 
Baes 22X,X, men nd 
do 
so erhält man: 
A re 
(+ } Ms 2 . Maik 4 a... 9.02, Id. Ur Il “ 


woraus durch Wurzel - Ausziehung 


> 1 / d, \ 
A + —,—X, = y(- 5 Wr bu)) 





hervorgeht. Man hat nun folgende vier Gleichungen: 














| A, + A, „ A, r A, En “ ’ 

E Ku. / ne 
(50 4 3 A I —-Uyur 0 )) 

L-E+ Ro — lm 52 au bu) 


Y\—A—A,1X 
\ £ | ia) 3 . 4 Zn 


(data) 


von denen die beiden letzten durch Br der Wurzeln aus den ihnen 





vorhergehenden gefunden werden. 
Von den Vorzeichen der Quadratwurzeln in den Gleichungen (50.) 
bestimmen immer zwei das dritte. Denn multiplieirt man die drei letzten 





(leichungen (50.) mit einander, so wird der Theil links der resultirenden 
Gleichung eine symmetrische Function der Wurzeln der biquadratischen Glei- 
chung (40.) sein. Drückt man diese durch die Coöfficienten der biquadratischen 
Gleichung aus, so kann man der genannten Gleichung die einfache Gestalt 


(51.) 12 (a, 85, — Aybda) = 


Gb) ant m) Vai) 


geben. Hat man nun Sorge getragen, den drei ee solche Vor- 
zeichen zu geben, dafs der Gleichung (51.) genügt wird, so erhält man die 
Wurzeln der biquadratischen Gleichung (40.) durch Addition und Subtraction 
der Gleichungen (50.) 
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Ich will noch darauf aufmerksam machen, dafs die cubische Glei- 
chung (32.), auf welche in dem Vorhergehenden die Auflösung der biqua- 
dratischen Gleichung (40.) zurückgeführt worden ist, gerade die Form hat. 
dafs sich die Cardanische Regel zum Ausdruck ihrer Wurzeln ohne Weiteres 


anwenden läfst. Setzt man 





ul, 0, mr a wer, 
wodurch die biquadratische Gleichung (40.) in 
X4pX4gXtr = 0 
übergeht, in welcher Form man die biquadratischen Gleichungen zu behandeln 
pflegt, so erhält man aus der cubischen Gleichung (32.) die sogenannte redu- 
cirte Gleichung 
3 


2’ 2pe + (pP Ar)2—g = 0 


durch die Substitution 


-(Zautb) = 362. 


$. 4. 

Man kann sagen, dafs eine Gleichung nten Grades » durch die Gleichuno 
bestimmte Puncte einer geraden Linie darstelle, wenn man die n Wurzeln der 
Gleichung als die Abseissen auf der geraden Linie von einem beliebig ge- 
wählten Anfangspuncte der geraden Linie betrachtet und unter den r Puncten 
die Endpuncte dieser Abscissen versteht. Dieses vorausgesetzt, wird die 
biquadratische Gleichung (40.) vier Puncte in der geraden Linie darstellen. 
welche ich, wie die Wurzeln der Gleichungen. mit den Buchstaben A\,, X,. 
A,,. A, bezeichnen werde. Eben so stellt die Gleichung (33.). wenn man in 
derselben den Gröfsen d und d die Werthe d, und d, giebt, zwei Puncte 
a, und Ö, auf derselben geraden Linie vor. Die erste Gleichung (45.) ist. 
wie bekannt, die Bedingung, welche die Punctenpaare Ä,, X, und «,, db, zu 
erfüllen haben, wenn sie Aarmonisch sein sollen. Demnach werden die Glei- 
chungen (45.) dasjenige Punctenpaar «a,, Ö, bestimmen, welches sowohl mit 
dem Punctenpaare ÄA,, A, harmonisch ist, als mit dem Punctenpaare A,., A. 
Auf gleiche Weise bestimmen die Gleichungen (46.) dasjenige Punctenpaar 
4;, b,, welches harmonisch ist zu den Punctenpaaren ÄA,, X; und Ä\,, A,. 
Endlich bestimmen die Gleichungen (48.) das zu den Punctenpaaren Al), X, 
und Ä\,, X, harmonische Punctenpaar «,, d,. Die so bestimmten Puncten- 
paare sind unter einander harmonisch; wie es die Gleichungen (48.) beweisen. 
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Man hat also folgenden Lehrsatz: 
Wenn vier Puncte auf einer geraden Linie yeyeben sind, so geebt 
es drei Punctenpaare, deren jedes harmonisch ist, zu einem Paare, 
wie zu dem andern Paare der vier gegebenen Puncte. Diese drei 
Punctenpaare sind unter einander selbst harmonisch. 
Die Abseissen irgend eines von diesen drei Punctenpaaren «, b sind die Coef- 
fieienten «, 2 in den Substitutionen (41.),. wenn man «' = p'==1 setzt. 
Ich werde nun noch kurz angeben, wie sich die Puncle « und 5 con- 
siruiren lassen. Zu diesem Ende lege ich durch die von der biquadratischen 
Gleichung (40.) gegebenen vier Puncte der Abseissenaxe vier gerade Linien, 
welche ein Viereck bilden werden. Durch die Ecken dieses Vierecks lege 
ch die beiden Kegelschnitte, welche zugleich die Abseissenaxe berühren. Die 
Berührungspuncte werden dann das gesuchte Punctenpaar «a, 5 sein. Erwägt 
man aber, dafs die vier geraden Linien. welche durch die von der biquadra- 
Iischen Gleichung gegebenen Puncte gelegt werden. drei verschiedene Vierecke 
bilden. so wird man auf die angedeutete Weise auch drei Punctenpaare a, b 
erhalien. Diese drei Punctenpaare werden durch eine Gleichung 6ten Grades 
bestimmt. welche, wie wir oben bemerkt haben, algebraisch lösbar ist. 


Ich werde nun auch unabhängig von der vorhergehenden Untersuchung 
beweisen: dafs jede gegebene Gleichung 6ten Grades algebraisch auflös- 
bar ist. wenn zwischen den Wurzeln a,b,. ab,. a,b, die Glechun- 
gen (48.) Statt finden. 

In der That: setzt man 


d, 7 h, —— a, ds Re b; u a, 4; 


J 


d, b, — 0.7 b', d; b; = rn b", d; b; = or Er 


a b; eo a 


so stellen sich die Gleichungen (48.) wie folgt dar: 


Dr — 1 En b"' —= U. 
(«.) u" - = 0, 
IH It, 


| 


- 
. 
-_ 


a 
:@ 
_ 
I 


Du we 18 
- 


a 
EN 


mit deren Hülle nun die gegebene Gleichung 6ten Grades in folgende drei 
Gleichungen zerfallen wird: 


td. —=0, 
I 


(b.) x +a'2+b" —=V0. 
er Lu’ bh un 0. 
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deren Product die gegebene Gleichung 
(ee) Hr, to, +24... = 0 
selbst ist. Denn setzt man die Coöfficienten der Variabeln in dem aus den 


Gleichungen (b.) gebildeten Product den Coöfficienten der Variabeln in (e.) 
einander gleich. so erhält man: 


C- nee a’ a" -M a", 
GG —= a’ a" aa -, aa + b' + b"' - 
= dad” 4a’ +6") 4 a" 40) +a”(W +6"). 


und mit Berücksichtigung der Gleichungen («.): 


6, = a’ 4 a" 4 a”, 
ec = (dd ad - da"). 





Die Coöflicienten a in den Gleichungen (d.) sind demnach die Wurzeln der 
eubischen Gleichung: 

Y’— sy +4t4y—30 = 0. 
Wenn diese Wurzeln gefunden sind. so ergeben sich die Coöfficienten b in 
den Gleichungen (d.) aus den Gleichungen («.). 


Königsberg im Januar 1849. 
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17. 
Algebraische Auflösung derjenigen Gleichungen 
6ten Grades, zwischen deren Wurzeln x, yı. 
X, Y2s X, Y; die Bedingungsgleichung 
ya Ya -Y)t (Yıra)lya—E)(y— 2) = 0 
Statt findet. 
(Von Herrn Otto Hesse, Professor an der Universität zu Königsberg.) 


Viele Probleme der Geometrie führen in letzter Instanz auf Gleichun- 
gen, welche algebraisch auflösbar sind. Zwei Beispiele dieser Arl, eine Glei- 
chung vom 9ten und eine vom 6ten Grade, habe ich in diesem Journale (Bd. 34. 
S.193) und in diesem Bande (S. 243) behandelt. Das Problem der Kreis- 
schnilte einer Oberfläche zweiter Ordnung, welches analytisch darauf beruht. 
einen Factor 4 so zu bestimmen, dafs die aus einer gegebenen homogenen 
Funelion zweiten Grades von den drei Variabeln x, y, z und dem Ausdrucke 
(04 y° 4-8) zusammengeselztie Summe in zwei lineäre Factoren zerfällt. 
führt ebenfalls, wenn man das Verhältnifs der Coöffieienten in einer der lineären 
Kactoren als die gesuchte Unbekannte betrachtet, auf eine Gleichung 6ten 
Grades, welche algebraisch auflösbar ist. Wenn man auf den innern Grund 
der Auflösbarkeit der genannten Gleichung zurückgeht, so wird man ihn darin 
linden, dafs zwischen den Wurzeln &,, Yı, X, Ya, #3, Y; der Gleichung die 
Bedingungsgleichung 


(1.) ar —Yı)(X: —Y,, (U — Yı) +-(Yı . 2)(Ya— L3)(Y3 — 7) =d 
Statt findet. Ich werde in dem hier Folgenden beweisen, dafs jede gegebene 
Gleichung 6ten Grades algebraisch auflösbar ist, wenn zwischen ihren Wurzeln 
die angegebene Bedingungsgleichung Statt findet. 


Wenn man der Kürze wegen: 


I 


| ] y * mm 
I, TYı=4A, Dıryı=G, J8I,;TY3 TG, 


} 
TıYyı == 0. Toyo == #,, T3Y3; —b; 


setzt, so läfst sich die Gleichung (1.) auch so darstellen: 


(2.) a,b, — a,b, -1- a,b, -— a,b, 14,5, — ab, =. 
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Der Theil links dieser Gleichung ist die aus den Gröfsen 
a By 
. u ©; 
1, 4, 6; 
vebildeie Determinante Es lassen sich daher zwei Gröfsen A und B so be- 
stimmen, dafs sie folgenden drei Gleichungen genügen: 
B-+Aa-b, = 0. 
(3.) B-40-+b, = 0, 
B-- Aa, -+b, = 0: 
aus welchen durch Elimination von A und B wiederum die Gleichung (2.) 
hervorgeht. Die Auflösung der beiden letzten Gleichungen giebt 


az A zu b, ie b, ® 4- B TE b, d, iin b, di, R 
En D —— > 
a, — 4, a, — 4, 


welche Werthe von A und B nach (3.) ungeändert bleiben, wenn man die 
Indices 1. 2, 3 beliebig mit einander vertauscht. Aus diesen Werthen bilde 
ich folgenden, in & quadratischen Ausdruck: 
4) Z= #°+242+4B; 

welcher durch die genannte Änderung eben so wenig seinen Werth ändert. 

Ich werde nun zeigen, wie diese in 2 quadratische Function sich durch 
die Coeffieienten der gegebenen Gleichung rational ausdrücken läfst. 

Wenn man den Ausdruck Z, welcher eine rationale Function der 
Wurzeln &. Y5. 73, Y; ist, durch 


(2: Ya, 43, Y3) 





bezeichnet und 


(3.) u=fl£Y: X3,Y3)} Z,=f(z;, Y3» u Yı)3 near, Yı; 3, Yr) 
setzt. so sind die Ausdrücke Z,, Z,. Z, zwar von einander verschieden. 
aber vermöge der Gleichung (1.) ihrem Werthe nach gleich £. Ich setze 
nun in dem Ausdrucke Z, für 2, Ya, 25, y; die 15 Combinationen der 
6 Wurzeln der gegebenen Gleichung zur Aten Classe und permutire überdies 
noch die vier Wurzeln in jeder Combination auf jede mögliche Art. Dadurch 
entstehen 15-24 Ausdrücke. Unter diesen Ausdrücken werden mehrere gleiche 


vorkommen. Denn es sei einer derselben: 


Y 
(6.) „= f(zı; Yı> 22, #5). 
Da dieser Ausdruck so beschaffen ist, dafs er sich nicht ändert. wenn man 
x, mit y, oder x, mit x; vertauscht, oder wenn man x, mit x, und zu 
35 * 
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gleicher Zeit y, mit x, vertauscht, so wird er unter den 15-24 Ausdrücken 
S mal vorkommen. Dasselbe gilt von jedem der drei Ausdrücke Z. Die 
Anzahl der verschiedenen Ausdrücke 

Zu, 22, 2, 0, 0, ... 0, 
beträgt demnach Bun f woraus folgt, dafs n = 42 ist. 

Durch jede beliebige Permutation der 6 Wurzeln der gegebenen Glei- 
chung in der angegebenen Reihe der 45 Ausdrücke gehen nun die einen in 
die andern über, so dafs eine neue Reihenfolge eben derselben 45 Ausdrücke 
hervorgeht. Es ist daher folgende homogene ganze Function der Variabeln 
o und 5 von der 45ten Ordnung: 


(7.) F\a, PB) = («—PZ)(e—PZ,)(a—PZ,)(a— PO) —PC;) ... (e—PU,) 
eine symmetrische Function der 6 Wurzeln der gegebenen Gleichung und kann 
daher durch die Coefficienten der gegebenen Gleichung rational ausgedrückt 
werden. Ist dies geschehen, so hat die nunmehr in den Coöfficienten der 
segebenen Gleichung rationale Gleichung 

mr: Fa, Bd) el 


14 . . 
wenn man 2 als die Unbekannte betrachtet, 45 Wurzeln, von denen die 
N 


drei Wurzeln Z,,. Z,, Z, gleich Z, die übrigen aber sämmtlich verschie- 
den sind. 

Wenn man erwägt, dafs jede der folgenden Gleichungen vom 43ten Grade 

°F (a, ö°’F(e, 8 Ö?F(a 
uber. TI = er 20 

erfüllt wird, wenn man e—=Z und ?=1 setzt, so giebt das Sylvestersche 
Eliminationsverfahren ein Mittel, diesen Werth von —=Z aus zwei von 
den angebenen Gleichungen, z. B. aus den beiden ersten, zu ermittteln. Dieses 











besteht darin, dafs man unter der Voraussetzung ?—=1 die Gleichungen 




















Fa, A) __ OF(a, A) __ 
da? e- 0, daöß rn 0, 
N o’F(a, ß) Be: O’Fle, ß) LE 
ar: Mi da 0ß uw. 
, File, d)__ ., Fl, d)__ 
ED U WER 
u, Ah AM _g. „or, Fa, P_g 








0@ 0a0ß 
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bildet. in diesen Gleichungen die Glieder nach Potenzen von « ordnet und. 
indem man eine beliebige Gleichung ausschlielst, aus den übrigen die 55 ver- 
schiedenen Potenzen von «, so wie die Unbekannten, aus lineären Gleichungen 
berechnet. Auf diese Weise stellt sich der Werth von e—=Z als ein ra- 
tionaler Bruch dar, dessen Zähler und Nenner ganze Functionen von = sind: 
und zwar ‚wird der Grad des Zählers den des Nenners um zwei Einheiten 
übersteigen. Dividirt man den Nenner in den Zähler, so erhält man eine 
sanze Function zweiten Grades, in Beziehung auf z, und einen echten Bruch. 
Da aber nach (4.) der gesuchte Werth von Z eine ganze Function zweiten 
Grades ist, so ist jene ganze Function von 3 der gesuchte Werth von Z, und 
der echte Bruch mufs mit Rücksicht auf die Bedingungsgleichung (1.) ver- 
schwinden. Die Coöfficienten von 2’ und 2° des auf diese Weise gefundenen 
Werths von Z sind rationale Functionen der Coöfficienten der gegebenen 
Gleichung und respective gleich 24 und B in dem Ausdrucke (4.). 


Nachdem ich den in x quadratischen Ausdruck Z = z’--24z- B 


durch die Coöfficienten der gegebenen Gleichung rational ausgedrückt habe. 
setze ich denselben —= 0; was die quadratische Gleichung 


(9) z=+24A24B = 0 


giebt. Die Wurzeln 2,, 2; dieser Gleichung bestimme ich durch Auflösung 
der Gleichung als irrationale Functionen der Coefficienten der gegebenen 
Gleichung. 


Ich setze nun: 


2 _ 1A u Yu 
ER I f > B) 
L, >, Yı 
(10 ) 4,2, y Yı*ı yiu 
. x a — re) » ne — u" 
2 “wo Ya 
Be 1 us... DER. zr 
X.—2 u? 2 I 
37% Ya» 


und bilde die in Rücksicht auf die Wurzeln der gegebenen Gleichung symme- 
trische Function 


11) L= (-1)A-1)0—4 Aa M)a—ıN)a—.") 
vom 6ten Grade in A, welche ich durch die Coöfficienten der gegebenen 
Gleichung und die Wurzeln 2,, 2, rational ausdrücke. In der Entwickelung 


dieses Ausdrucks nach Potenzen von A lasse ich die mit den ungeraden Po- 
tenzen von 4 multiplicirten Glieder, als verschwindend durch die Gleichung (1.). 
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aus. Denn es ist, mit Rücksicht auf die Gleichungen (3.): 


r ee . Ka - | RR «_ 
1, t-i=0, A, ti =0, 4 ı —=d&. 


“a TE 





Dadurch ergiebt sich 4 unter der Form: 

(2) L=W#+MW-+N7+P, 
in welcher M, X, P rationale Functionen der Coöfficienten der gegebenen 
Gleichung und der Wurzeln 2,, 2, sind. 


m 


Um nun die 6 Werthe A,,34,...4,,, 4” zu finden, löse ich die in A 

eubische Gleichung: 

(13) 31 M#2-4N®4P—= 0 
auf und ziehe aus den Wurzeln derselben die 6 Quadratwurzeln. Setzt man 
diese für die Gröfsen 4 in (10.), so ist nur noch die Auflösung jener lineären 
Gleichungen (10.) nöthig, um die Wurzeln der gegebenen Gleichung als alge- 
braische Ausdrücke der Coöfficienten der gegebenen Gleichung darzustellen. 

Ich führe hier noch zwei Lehrsätze an, welche sich auf ähnliche Art 
beweisen lassen. 

1. „Jede Gleichung uchten Grades ist algebraisch auflösbar, wenn 
„zwischen je drei Wurzelpaaren &,. Yı» 22, Yıs 23, Y3» X%4, Y, die Bedingungs- 
„gleichung 

NET TIITN TEN EI Yu LT) = 0 
„Statt findet.” 

2. „Jede Gleichung 2nten Grades ist algebraisch auf eine Gleichung 
„nten Grades reducirbar. wenn je drei Wurzelpaare &,. yı, Zus Ya» --- Eu, Y, 
„der Gleichung der angegebenen Bedingungsgleichung genügen.” 

Die Bedingungsgleichung drückt geometrisch aus. dafs die durch die 
drei Wurzelpaare dargestellten Puncte einer geraden Linie sich zn Involu- 
ton befinden. 


Königsberg im Februar 1849. 
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IS. 


Eine Bemerkung zum Pascalschen Theorem. 
(Von Herrn Otto Hesse, Professor an der Universität zu Königsberg.) 





In seinem grolsen Werke: „Systematische Entwickelungen etc. 1832.” 
stellt Steener (S. 311) folgende Theoreme zusammen: 


Il. „Irgend sechs Puncte eines beliebigen Kegelschnitts bestimmen 60 ein- 
„geschriebene einfache Sechsecke.” 


u 


„In jedem der letzteren liegen die drei Puncte, in welchen die gegen- 
„überliegenden Seiten sich schneiden, in einer Geraden @; so dafs also 
„60 solcher Geraden @ Statt finden.” 
3. „Von diesen 60 Geraden gehen drei und drei durch irgend einen 
„Puncet P; so dafs also 20 solcher Puncte P entstehen.” 
4. Und von diesen 20 Puncten P liegen 15 mal 4 in einer Geraden y; 
„so dafs jeder in drei solchen Geraden liegt.” 
Steiner fügt hierzu noch die Frage: 
„Welche Beziehungen haben diese 15 Geraden y weiter zu einander? 


Von diesen Sätzen ist derjenige No. 4., wie Plücker in der Note zum 
Pascalschen Theorem im 34ten Bande dieses Journals ausdrücklich bemerkt. 
aus seiner Abhandlung vom Jahre 1829 (in diesem Journal Bd. 5. S. 268) in 
das Steenersche Werk übergegangen. Es ist daher anzunehmen, dafs Steiner 
eine andere Erledigung seiner Frage verlangt, als die erwähnte frühere Ab- 
handlung von Plücker gewährt.. Weder die Note von Plücker, noch die 
andern in diesem Journal enthaltenen Schriften, welche das Pascalsche Theorem 
wieder in Erinnerung bringen, berühren die interessante Steznersche Frage. 
Ich nehme Gelegenheit, dieselbe durch Anführung einiger aus meinen Univer- 
sitätsvorträgen entnommenen Sätze zu beantworten. 


5. „Die 15 Geraden y entsprechen den 15 Systemen von drei Geraden. 
„welche sich durch die sechs Puncte des Kegelschnitts legen lassen, in 
„folgender Art: 

„Wenn u—=0, v—=0, w=0 die Gleichungen von drei Geraden 
„bedeuten, welche durch die sechs Puncte des Kegelschnitts hin- 
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.% 
= 
u 


„durchgehen, dessen Gleichung sich bekanntlich auf die Form 
Au -- Bu’ -- Cw’ +2 Fvw-+2Gwu--2Huv — 0 
„zurückführen lälst, so ist: 
AFu -+BGv-+-CHw = 0 
„die Gleichung der Geraden y, welche dem’ Systeme von drei Ge- 
„raden v=0, v—=0, w—=0 zugehört.” 

Die drei Geraden 9, welche auf diese Weise den drei geraden Seiten 
eines der 60 Sechsecke, den drei ungeraden Seiten desselben Sechsecks und den 
drei Diagonalen entsprechen, welche die gegenüberliegenden Ecken des Sechs- 
ecks verbinden, schneiden sich in einem und demselben Puncte P. 

Eben so schneiden sich die drei Geraden y, welche dem ersten Paare 
der gegenüberliegenden Seiten des betrachteten Sechsecks und der ersten 
Diagonale (welche das letzte Eckenpaar des Sechsecks verbindet), dem zweiten 
Paare gegenüberliegender Seiten und der zweiten Diagonale. dem dritten 
Paare gegenüberliegender Seiten und der dritten Diagonale entsprechen, in 
einem und demselben Puncte », welcher in Rücksicht auf den Kegelschnitt der 
harmonische Pol zu dem vorhin gedachten Puncte P ist. 


6b. .„.Wenn die Ecken von drei Dreiecken auf drei Geraden g liegen, welche 
„sich in einem und demselben Puncte P schneiden, so schneiden sich 
„die entsprechenden Seiten je zweier von diesen Dreiecken in drei 
„„Puncten, welche auf einer Geraden y liegen, und die drei Geraden y 
„schneiden sich wieder in einem und demselben Puncte p. 


In der That: wenn man durch «=0, b=0, c—=0 die Gleichungen 
der Seiten des ersten Dreiecks, durch «=0, " —0, —=0 und a’ —=(, 
b'’—=0,. ce" —0 die Gleichungen der Seiten des zweiten und dritten Dreiecks, 
endlich durch y=0. „"=0, y"=0 die Gleichungen der drei Geraden y 
bezeichnet. auf welchen die Ecken der drei Dreiecke liegen und welche sich 
in dem Puncte P schneiden, so lassen sich die 12 willkürlichen Constanten, 
welche die genannten Gleichungen als Factoren enthalten, unter den aufge- 
stellten Bedingungen so bestimmen, dafs folgendem Systeme von Gleichungen 
identisch genügt wird: 

b—cc=b—-‘=b"— ec" —=y, 
c-a=cl—ada=dl"— a" —=g, 


”, 


ih =a—b"=u"—Ib"—=y . 
und umgekehrt, wenn diesem Systeme identischer Gleichungen Genüge ge- 
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schieht. so stellen obige Gleichungen die Seiten von drei Dreiecken dar, deren 
Ecken auf den drei Geraden g liegen, welche sich in einem und demselben 
Puncte schneiden. 


" 


Bezeichnet man nun die Ausdrücke «— a”, a’ — a, a— «a respective 
durch 7, y', y", so folgt aus dem aufgestellten Systeme identischer Gleichun- 


sen sogleich folgendes System: 


BEER ER VOR" ) VE DERRR BERN 
a" — u —b'—b —=c"—c —g, 


dessen geometrische Deutung den angeführten Satz giebt. 

Ich führe diesen Satz, dessen erster Theil bekannt ist, hier an, weil 
er ein Bild von der Lage der 20 Puncte P und der 15 Geraden y zu ein- 
ander giebt. Die Puncte P nemlich werden durch die 9 Ecken der drei Drei- 
ecke. durch die 9 Schnittpuncte der entsprechenden Seiten je zweier von 
diesen Dreiecken, und durch die Puncte P und » repräsentirt; ferner die 
15 Geraden y durch die 9 Seiten der drei Dreiecke, durch die drei Geraden y, 
auf welchen ihre Ecken liegen, und durch die drei Geraden y. 

Die durch die 20 Puncte P und die 15 Geraden y gebildete Figur ist 
demnach symmetrisch: in der Art, dafs man, wie von dem Puncte P aus- 
gehend, zu dem Puncte » gelangt, eben so in derselben Figur von dem 
Puncte » ausgehend zu dem Puncte P gelangen wird. Dasselbe gilt von allen 
20 Puncten P. Auf diese Weise paaren sich die 20 Puncte P, und diese 
Punctenpaare stehen wieder zu dem Kegelschnitt in der Beziehung, welche 
der folgende Satz angiebt: 

7. „Die 20 Puncte p bilden 10 harmonische Polenpaare des Kegelschnitts.” 
Den aus diesem Satze durch das Princip der Reciprocität abgeleiteten Satz 
habe ich am Ende meiner Schrift „„Über das geradlinige Sechseck auf dem 
Hyperboloid” bewiesen (S. dieses Journal Bd. 24.). 


Königsberg im September 1849. 
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19. 


Über die Wendepunecte der algebraischen ebenen 

Curven und die Schmiegungs-Ebenen der Curven 

von doppelter Krümmung, welche durch den Schnitt 
zweier algebraischen Oberflächen entstehen. 


(Von Herrn Otto Hesse, Professor an der Universität zu Königsberg.) 





Di. Gleichung der Tangente einer beliebig gegebenen ebenen Curve, 
so wie die Gleichung der Tangenten-Ebene einer beliebig gegebenen Ober- 
fläche, lassen sich bekanntlich mit Hülfe der Gleichung der Curve oder Ober- 
fläche auf einen in Rücksicht auf die Coordinaten des Berührungspuncts um 
| niedrigeren Grad zurückführen, in dem Falle, wenn die Curve oder Oberfläche 
algebraisch ist. Eben so kann man die Bedingungsgleichung zwischen den 
Coordinaten eines Puncts, welche Statt finden mufs, wenn der Punct ein 
Wendepunct einer gegebenen ebenen Curve sein soll, auf einen um zwei 
Einheiten niedrigeren Grad zurückführen; in dem Falle einer algebraischen 
Curve (S. dieses Journal Bd. 28. S. 104. Lehrsatz 9.). 

Ich werde im Folgenden diese Transformation auf einem Wege aus- 
führen, auf welchem man auch die mit ihr verwandte Transformation der 
Gleichung der Schmiegungs-Ebene einer durch den Schnitt zweier alge- 
braischen Oberflächen erzeugten Curve doppelter Krümmung auf einen in Rück- 
sicht auf die Coordinaten des Berührungspuncts um zwei Einheiten niedrigeren 
Grad erreichen kann. Die Transformation der Gleichung der Schmiegungs- 
Ebene wird den Gegenstand des zweiten Paragraphen bilden. 

Durch die erste Transformation bestimmt man die Wendepuncte einer 
ebenen Curve, oder, was auf Dasselbe hinauskommt, die Berührungspuncte 
der Schmiegungs-Ebenen, welche sich von einem gegebenen Puncte aulser- 
halb der Ebene, in welcher die Curve liegt, an die Curve legen lassen. Denn 


die Ebenen, welche durch den gegebenen Punct und die Wendetangenten der 
Curve gelegt werden, sind eben Schmiegungs-Ebenen der Curve, weil sie 
durch drei auf einander folgende unendlich nahe Puncte der Curve hindurch- 
sehen. Durch die zweite Transformation werden die Berührungspuncte der 
Schmiegungs-Ebenen bestimmt, welche durch einen gegebenen Punct an eine 
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Curve doppelter Krümmung gelegt werden können. Die letztere Bestimmung 
ist also die allgemeinere. 


Ich werde im Folgenden besonders von zwei Sätzen von den De- 
terminanten öfter Gebrauch machen, deren Beweise man in diesem Journal 
(Bd. 22. S. 310— 312) findet. Setzt man nemlich der Kürze wegen: 

A= Zi... B=FIBR..b, Cazrde...c. 
’ JR | n— 
I u 5ER... 67, 


so ist unter der Voraussetzung, dafs 
d = eb abi... aibt. 








wo z und 4 die Zahlen O0, 1. 2. ... n bedeuten: 
d) C= 4.35, 
a) rei, Bi... Su 
0a, ob Om Ab oa, Ob, 
$. 1. 


Es seien z,. 2,. 2, gegebene lineäre Functionen der rechtwinkligen 
Coordinaten eines beliebig gegebenen Puncts » in der Ebene. Ich werde 
jene drei Functionen, durch deren Verhältnisse die rechtwinkligen Coordinalen 
des Puncts » bestimmt sind und deren Werthe wiederum durch die recht- 
winkligen Coordinaten des Puncts bestimmt werden, die Coordinaten des er- 
wähnten Puncts nennen. Es sei ferner # eine beliebig gegebene homogene 
ganze Function nten Grades von den Coordinaten X&,, 2,, &;. Aus den par- 
tiellen Differentialquotienten %,, %,, %, dieser Function, nach den drei Coor- 
dinaten genommen, und den sechs beliebig gewählten constanten Gröfsen «,. 
G;, 4y; b,. b,, b,. setze ich die Determinante 
U, U), U; 
(1) B= ja, %, 4; 
bir dr, 6; 
zusammen und bestimme die Coordinaten &,, 2, X, als Furctionen der un- 
abhängigen Variable © durch die simultanen Differentialgleichungen 

a) EB, du _2B 90 
di ob, ” ot ob, ’ ot ob, 

Durch Integration erhält man folgende beide Gleichungen mit den will- 

kürlichen Constanten a und b: 








40 ++, =a, u—mb. 
36 * 
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Das dritte Integral führt die dritte willkürliche Constante durch das 
' Zeichen mit der unabhängigen Variable 2 verbunden ein. Da nun durch 
die Differentialgleichungen (2.) die Coordinaten noch nicht vollständig als Func- 
tionen von / bestimmt sind. so will ich 4=0 setzen und die beiden andern 
willkürlichen Constanten gleich beliebig gegebenen Gröfsen annehmen. Durch 
diese Bestimmungen wird der Punct p» in eine durch die Gleichung 
(3.) 4 == Ö 

segebene Curve nter Ordnung verlegt, und man erhält die Coordinaten aller 
Puncte dieser Curve, wenn man den unabhängigen Variabeln ? alle nur mög- 
lichen Werthe giebt. Die Coordinaten dreier unendlich nahe aufeinander fol- 
sender Puncte der Curve sind nun: 

; 2, 0 

x, +-dı,, 2,—+-.de;, ,+dx;, 

2, +2de, +dr,, ©-2d + d’z,, 203-4 2dr; | d’x;. 
Setzt man die Determinante R, gebildet aus diesen Gröfsen. oder, was das- 


selbe ist, 

Ly Lu 0 4 
(4) Z= ide. de, de, 
ER 








gleich O, so erhält man die Bedingungsgleichung: 

6) B3=ß%, 
welche die Coordinaten des Puncts p der Curve «0 zu erfüllen haben, 
wenn die ihm unendlich nahe gelegenen nächstfolgenden beiden Puncte der 
Curve mit ihm in einer und derselben geraden Linie liegen sollen, d.h. wenn 
der Punct » ein Wendepunct der Curve ist. 

Die Determinante A werde ich nun durch die Coordinaten des Puncts p 
ausdrücken. Zu diesem Zwecke dienen die folgenden Gleichungen, welche 
aus den Gleichungen u—0 und 2%, +2;-+-4a,2, — «a durch Differentiation 
hervorgehen: 


ur mn + mn —(, ar Fam + Bu, =, 
(6.) u, d., -1- U, dx; 4- u,dxc; m 0, a,dı, + a, dx; + a, dx; = 0, 
ud wu’ ud, = U, adz,+ad’r,+a,d'x, — 0, 


wo ÜU die Bedeutung 
(7.) U Fu U, dx; 1 U d.ıx; - U;; dız -- 2u,de; dx; + 2u;ı d.ır; de, -+- un dx, d.r, 
hat und %,,, %», ... die zweiten partiellen Differentialquotienten der Function « 


bezeichnen. 
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Multiplicirt man die Gleichungen (2.) respective mit b,dt, b,dt, h,dt 
und addirt, so erhält man: 


b,da, +b,dır, + b,de; I B dit. 
Multiplieirt man diese Gleichung mit A und bemerkt, dafs nach Satz (1.) B.R 
— — Va(b,de, + b,dx,-+b,dx;,) ist, so geht dieselbe in 





8.) R= —Uad 
über. Nun ist aber nach (7.) 
0.) 3 Ye; dr, | dr) dr, 
7 ver ar ar mer z 
he rt, a, a) dr 
er er er ae 


dx, da, dx,\ dx, 
ae Eee De 


dx, dx, dr 
dt?’ dt’ dt 


zeichnet durch @,, @, @, die Determinanten 


Selzt man in diese Gleichung für : die Werthe aus (2.) und be- 








(9.) G=14,0%, 4, &=|a, ©, a, &=|a, @, @|, 
U 1, Un, U; Us, Un, Ur; U;1, Urn. Ur; 

















so läfst sich jene Gleichung wie folgt darstellen: 
U oB ob ‚oB 
Dieser Ausdruck von ar ist in Rücksicht auf die CGoordinaten des 
Puncis » vom Grade 32 —4. Ich werde demselben eine solche Form ge- 
ben, dafs man sieht, wie er mit Hülfe der Gleichung der Curve v=0Ö aul 


den Grad 3(n — 2) zurückgeführt werden kann. 


Um die drei Determinanten @,, @,, @, zu transformiren, stelle ich 
folgende Gleichungen auf: 


(n —1)u = u,X, + Urt: Ust, 
(11.) (n—1)u = u, + u0ı- Us. 
(n—1)u, — U, + U: U, 
40%, = (n—1){U,w+ U,w+ U,U;}, 
(12) 4 = (n—1){U,u - U,u, 1 U, 1,}, 
As, — (n—1) U, u + Uyw4+ U,u}. 
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Die drei ersien dieser Gleichungen drücken die bekannte Eigenschaft der 
homogenen Functionen %,, %, u, aus. Die drei letzten stellen die Auflö- 
sungen der drei ersten Gleichungen dar, wenn man die in ihnen explicite 
vorkommenden Gröfsen &,. 2,;, x, als die Unbekannten ansieht. Demnach 
ist die Determinante 

Us Un, Urs 
(13.)  E— Us, Uns Us 
Uzı, Up. Us; 








homogen und vom Grade 3(#» —2) in Rücksicht auf die Coordinaten x,, >. 
r,, und die Coöfficienten ÜU,, in dem Systeme Gleichungen (12.) sind eben- 
falls homogene Functionen vom Grade 2(n —2). 

Zu dem genannten Zwecke führe ich ferner die Gröfsen «,, &. @; 
ein. welche durch das folgende System von Gleichungen definirt werden: 


(n—1)a, = U Un + Ust, 
(14.) (n—1)a, = Uytı + Una + Unltz, 
(rn —1)a, en U; 4 Up 4 U; 05. 


aus welchen sich wiederum durch Auflösung 
da, —= (n—1){ U, a+ U.a+U,a;}. 
(15.) do, — (n—1){U,a+ Una + ÜUza;!}. 
Io, = (n—1){T, a + U,a+ U;,a;} 
ergiebt. Setzt man nun in die Determinante @, für w,, %., u, die Werthe 
aus (10.) und für @,. @. a; die Werthe aus (14.), so geht dieselbe in die 
Determinante 


1 | k ri kei 1 | 
nn | (Und Und, UT). En (Untı 4 Untz Us), u (U Up, U,R;)| 


, 1 ae 1 
ar KT Mala (U, U U). > (sl U U505) 








U Un U; 
über. Diese Determinante ist aber nach Satz I. gleich dem Product 


U» Un, Us) IL, Los 7; 


(n —1)? 
Un. Un, Un| |1, 0, O 


und wenn man die Determinante durch € bezeichnet. so dafs 


Uns Uns Un|-|Oı, On, 03|; 














Ti, La, I; 
ae nr 
ee ee 
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so wird das genannte Product gleich 
1 6 r 
(17.) Ge) 4% == (,. 
Auf diese Weise stellen sich die transformirten Determinanten @,. @,. @‘, 


wie folgt dar: 


(18) 6, 





N 0 TER 4 © 
(n—1)’ de, ’ * U (n—1)* de,’ 











VERBE! ; 
G; —_— u 


& (rn —1)” or, 
Setzt man diese Werthe der Determinanten in (10.). so erhält man 


(19,) 5 is 4 oB 06 Wen 86 , eB o0ı 
di (n—1)” tob, oe, ob, de, | Ab, de, ) 














Hieraus ergiebt sich nun mit Anwendung des Satzes (11.): 


U A (ww, +0 - U,X,) (U Us 4 U,0;) 
A aA)’ (0 +04 423) (4-4 + 4,0;)| 





Es ist aber, wie aus den aufgestellten Gleichungen zu sehen: 





uU, LI -- U; X H-U;0; = nu 

4%, ++ 90, — A, 

U, GC -- Us 149) + U; Oz nn d, 
(n—1)D 

d, um + d; 169) wi d; Oz _—— A . 


wenn man der Kürze wegen 
(20) D= U,a-+ U:&+U,4-+2U,04-2U,a,a, +2 U u. 
setzt. Mithin wird: 


nu, a | 
4 BE .. D| n ad 


y d 








— 141 D ai 





Setzt man diesen Werth von U in (8.), so erhält man: 


| a’d n r 
22) R= sen — — Du)dt'. 





Da aber u— 0 ist, so redueirt sich die Gleichung R=0, welche in Rück- 
sicht auf die Coordinaten vom Grade 3r — 4 ist, auf die Gleichung 
(3) 49=0 
vom 3(n —2)ten Grade. 
Dieses ist die gesuchte Bedingungsgleichung, welche die Coordi- 
naten eines Puncts der Curve u—0 erfüllen müssen, wenn der Punct 
ein Wendepunct der Curve sein soll. 
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Es seien 2,, «2, 43, x, gegebene lineäre Funclionen der rechtwink- 
ligen Coordinaten eines beliebig gegebenen Puncis » im Raume. Es seien 
ferner Yı» Ya» Y3, Ys dieselben lineären Functionen der rechtwinkligen Coor- 
dinaten eines beliebigen andern Punets g. Diese gegebenen lineären Func- 
tionen der Coordinaten werde ich die Coordinaten der Puncte » und 4 nennen. 
Durch « und » bezeichne ich zwei beliebige homogene ganze Functionen der 
Coordinaten ©, 2, 23, &, des Puncls p, respective von den Graden # und m, 
aus deren partiellen Differentialquotienten %,, %, %;, u, und v,, ®%, %;, %y, 
nach den Goordinalen des Puncets » genommen, und den 8 beliebig gewählten 
constanien Gröfsen @,, 4» 43. 4,, di, dr, d;, d, ich folgende Determinante 
RB zusammenselze: 

U, Ur, U;, U, 
(1.) Bin U, Ur, %z, 0; 
di, Ay, U, U, 


bir br, bu, 6; 


Die Goordinaten w,. %,, &;,. x, des Puneis p bestimme ich als Funclionen 








der unabhängigen Variablen # durch die Differentialgleichungen 











2.) de, _eB a dx, _ _oB dv, _ ob 
en ” Te GE Due Ge Ze We Fe 3 
In den drei Integralgleichungen 
. u. | 5: A 
4a tr + RM, = AM, 
m == b, ) = 


dieses Systems von Differentialgleichungen setze ich die willkürlichen Con- 
sianten « gleich einer beliebig gegebenen Gröfse db, und e gleich 0. Die vierte 
Integralgleichung führt die willkürliche Constante, der ich einen beliebigen, aber 
festen Werth geben will, mit der unabhängigen Variable £ durch das -- Zei- 
chen verbunden ein. Durch diese Bestimmungen rückt der beliebige Punct y 
in die Curve doppelter Krümmung, in welcher sich die durch die Gleichungen 
(3). = 0, ee 

gegebenen Oberflächen nter und »zter Ordnung schneiden, und man erhält die 
Coordinalen aller Puncte dieser Curven, wenn man der unabhängigen Variablen / 
alle nur möglichen Werthe giebt. 

Die Coordinaten des beliebigen Punctes y und dreier unendlich nahe auf 
einander folgender Puncte der genannten Curve doppelter Krümmung sind nun: 
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Yıs Yas Ya, Ya 
Li 6) Jo b) U; . T, . 
I | / . 
x, +. dı,, Cy-- dx; . T; + dı;,, 2,+dı,, 


z2de, da, +2de,+d’r,, © +2de,d’z,, 2,+2dr,-td’x,. 
Setzt man die Determinante AR, gebildet aus diesen Gröfsen, oder, was das- 
selbe ist, die Determinante 

Man Var 4.433 ı Mu 
"Pr Er er 5 
dx,, da,, dx,, dx, 
d’z,, d’a,, d’x,, d’x,, 


A) R= 








gleich O, so erhält man, wenn man den Punct 4 mit seinen Coordinaten als 
variabel betrachtet, die Gleichung 
(5): Bi =0 
der Schmiegungs-Ebene in dem Puncte p der Curve doppelter Krümmung. 
Um R zu transformiren, dienen folgende Gleichungen, welche sich aus 
den Gleichungen —=0, v—0, 4,0%, 4%, ... 4,2, —a ergeben: 


un un + 0% + um =I(, 

ude + wdo, + u,da, + ude, —= 0, 
udace+-wdn-+uda,-uda, = —U; 

mn + vd + vn =0, 

(6.) v,de, + v,da, + v,de, + v,de, — 0, 
vd’ don +-vd’a, —-vde, = —V/; 

as Tan +45 Tamm, =a, 

a,dı, + ad, + a,da, + a,dı, — 0, 

adz,+adn4+ ad’, + a,d’xz, = 0: 


wo U und V die Bedeutung 
U — u,da-- u„de;-+ u,dr;- u,da; —- 2Qu,de, da, 2u,,dx,d.ı, 
+ 2u.dıx, de, 2u,de;dı, + 2u,.dae,de,+ Zu,dr,dı,. 
sn V = v. da + v2da,-0,da5 + v,da; + 2v,da, da, + 2v,de, da, 
+ 2v,da, da, -- 2v,de,dx,- R2vyda,da,— 2v,da,de, 
haben und %,,, %» ... und %,, %% ... die zweiten partiellen Differentialquotienten 
der Functionen % und v sind, nach den Coordinaten des Puncts » genommen. 
Multiplieirt man die Gleichungen (2.) respective mit d,dt, b,dt, b,dt, 
b,dt und addirt, so erhält man: 
b,de, + b,de,+b,dr,- b,de, — Bat. 


Crelle’s Journal f. d.M. Bd. XLI. Heft 3. 37 
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Es ist aber nach Satz (1.) 
B.R = (b,da, - b.da;, ...)KUv— Vu)y, + (Un — Vu,)y;, 
| (Uv, . Vu,) Y3 + (Uv, — Vu,) Ya a 

Multiplicirt man daher diese Gleichung mit der vorhergehenden, so erhält man. 
mit Übergehung der gleichen Factoren auf beiden Seiten, 

(8) R=|\(Uv— Vu) -(Uv— Vu)y.+(Uv— Vu,)y;-(Uv,— Vu,)y;tadt. 
Diese Form von R zeigt, dals R—0 die Gleichung einer Ebene ist, welche 
durch die Schnittlinie der in dem Puncte p an die beiden Oberflächen u — 0, 
v—() gelegten Tangenten-Ebenen hindurchgeht. Denn man erhält alle mög- 
lichen Ebenen, welche durch die genannte Schnittlinie, d. i. die Tangente der 
Curve doppelter Krümmung, hindurchgehen, wenn man in der Gleichung R — 0 
den Gröfsen U und V beliebige Werthe giebt. Unter diesen Ebenen befindet 
sich auch die Schmiegungs-Ebene der Curve doppelter Krümmung und diese 
entpricht eben den in (7.) angegebenen Werthen von U und V. Es bleibt 
daher noch übrig, diese Werthe von U und V durch die Coordinaten des 
Puncts p auszudrücken. Zu diesem Zwecke setze ich in dem Ausdrucke von 

















n der sich auch so darstellen läfst: 
nn - dx, dx, dz,\ dx, 
ri tet A de) a 
de; |, \ z 
vd  y . 
4 (u m Tue Tun u Tun) m 
IR. en, dx, dx,\ dx 
3 _| 94 4 4 
+ a Ya TU ) di ° 
l. Ix, : . 
die Werthe von Fr Er ... aus (2.). Hiedurch geht derselbe, wenn man 


durch &,. @,. @,, @, die Determinanten bezeichnet, so dafs: 


u, Ur, U;, r U, U, U;, U, 
U, Ur, 3, DV; ne ©, Uns Vz, Ds 

u) ©, = a VE ee r 
U, Uns Urs, Urs Ur, Un, Urs Ur 


Un Ur, U, U, 
: U, Ur, d;, Vs 
di, Un, A, U; di, Ur, U, U 


Us], Us, Ur; Us, Uzıy Un Us, Un 


U, Ur, Ur, U, 
Ui, Ca, Uz, DV, 
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ist, in 
U h “un 
(10.) RTE = er a 0,2? . 6, er TS über. 





Dieser Ausdruck von a ist vom Grade 3n--2m —6 in Rücksicht 
auf die Coordinaten des Puncts p. Ich werde demselben jetzt eine solche 
Form geben, dafs man sehen kann, wie er sich mit Hülfe der Gleichungen 
u=0 und v»—0 auf den Grad 3n-+2m—8 reducirt. Dies wird erreich! 


werden durch Benutzung der folgenden Systeme von Gleichungen: 


(n—1)u, = UL, + Urt U; + Uy4X;, 
a1) (n—1)w — Ur, + UT, + Uy0z; + UT. 
(n—1)u, = U 0, U;X + U; + U;,T;» 
(n—1)u, = u,0, + U:0, 4 Ur; UyXı, 
Ads, = (n—1)|\U, uw + U,w-- U ,w-+U,„u)}. 
12.) A, = (n—1) |U,u + U, U,u+U,u}. 
I, —= (n —1){U,u, + U,u + U,u-+ U,u,}, 


A, = (n—1) {[U, u +- U,w-+ U,w-+ U,u,). 

Von diesen Gleichungen drückt das erste System die bekannte Eigenschaft 
der homogenen Functionen %,, %,... aus; das letzte ist die Auflösung des 
ersten nach den in ihm explicite vorkommenden Unbekannten, und 4 ist, wie 
bekannt, die Determinante | 

Uns Urn, Us, Urs 
Un, Un, Un, U 
Uzı, Us, Us, Us, 








U, Ups Us, Uu 
Ich führe ferner vier neue Gröfsen ,s Pr, -.. ein, welche durch die fol- 
senden Gleichungen definirt werden: 
(n—1)v, = unßı+ Unpsr “ uU;ßs + Urßss 
(14.) PFRER = uPı + Una - ag 


und löse diese Gleichungen nach den Unbekannten ß, ß,, . auf. Dies giebt 
| AP: = (n— 1){ U, + 0.0 + ah Tun). 
(15.) er = (n—1)| REN U, + U,v,}. 


Endlich bestimme ich vier Gröfsen «,, &,,.... von der Art, dafs sie den Gleichungen 
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| 
aditren — U t Uplz4 U303 + U,0y, 
(16.) — ne U, + Ua _- Us; 0; _- U,,04» 


senügen, und löse diese Gleichungen nach den Unbekannten o,, & auf. 
Dies giebt: 


(Ser — (nr —1) U, a4 U, + U, + U,a,}, 
637.) ' do; = (n—1) U,a, + U.a-+ Ua; + U,,a,}, 


“ 


Die aufgestellten Gleichungen dienen nun zur Transformation der Deter- 


minanten @,. @., ... Denn man wird finden, dafs die erste dieser Deter- 

minanten, wenn man darin für %,, %, ... die Werthe aus (11.), für v,, ®%,... 

die Werthe aus (14.) und für a,, @, ... die Werthe aus (16.) setzt, nach 

Satz (1.) in das Product 

Li, 2, IL, 
4 } Pı> Pr» Ps» Pa 

ei Da, Mt a 


Br 


zerfällt. so dafs. wenn man durch C die Determinante bezeichnet, nemlich 
































Li, I, 2, 7, 
(18.) N Pı; Prs Ps Pa ' 
&ıy Ooy Ozon Ob 
Ey Cry Cz, 6; 
A 06 
(n—1)’ oe, 6, ist 
Auf diese Weise stellen sich die transformirten Determinanten wie folgt dar: 
un, Se a 
(19.) \e: (nm —1)? de, ° un ne (n—1)? 0e, ’ 
Pu er ee A... 
| * TT (n—A1)? de, ? * 7 (m—1)? de, 
Setzt man diese Werthe von @,, @;, ... in (10.), so ergiebt sich 
20) U _ _4_j2B 20, 2B 80 |, 8B 20 | ab ac, 
I emo 3 1, 6, 3, 36, 1 3, 86,)° 


woraus mit Anwendung des Satzes (11.): 


f ur, - Und uß: Wat er n,0+ %, - Bi 

dA 

+) PFEEEESENR _ ee y) . u“ ’ » 2 GE i PR We ER, ... 5 - ... 

(21.) did! an ed | 0,7057 v, Pı-t 2 + v0, + 920-4 
dd, Ad, 5 men am + ma +" 4,0, - d, 0, re 
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foletl. Setzt man nun, um abzukürzen, 


M— U, U,0- 

Inwr +- U.v-+ N) 

‚Pr —— U vi U„v; U,v; + Uay-- RU, RU vv; 

\ +2,09 4 20,0%, +2 U4v,-- 2 U,v;r,. 


so läfst sich die Gleichung (21.) wie folgt darstellen: 


(22.) 














| nu, MD , a 
r | —1) (n—1) r 
i n Ü A y] = EDER. en 
( 23.) ; Äste ; mr ’ A P, A N ? 
dt (n—1) i j | 
(n—1) x n—1) 
.,. 7 N ITM 





Da aber «—0 und ve —0 ist, so wird: 


’u Bere ap 
(24.) Wr" Bird Fa 11 25. 


welches der gesuchte Ausdruck von ist; vom Grade 3n--2m —S in 





ot? | 
Rücksicht auf die Coordinaten des Puncts p der Curve doppelter Krümmung. 
r 
Auf dieselbe Weise wird sich auch der Ausdruck TE transformiren 


lassen, was 


Kh Aldacla «0 
(25.) > 7 a er \ 








giebt, wo Q eine homogene Function der Coordinaten des Puncis » vom Grade 
3m --2n— 58 bedeutel, die man aus dem in (22.) angegebenen Ausdrucke 
von P erhält, wenn man die Functionen # und ® mit einander vertauscht. 

Setzt man endlich diese Werthe von Ü und V in den in (8.) gege- 
benen Ausdruck für R, so nimmt die Gleichung der Schmiegungs - Ebene 
der Curve doppelter Krümmung, in welcher sich die Oberflächen u — 0 
und v—0 schneiden, folgende einfache Gestalt an: 





® » (0 | | | 
(26.) mn: u twy my, uy,) 
Be: | 
 m—1)* Ya ydY ty) O0. 


Diese Gleichung der Schmiegungs-Ebene ist vom Grade 3(n Hm — 3) 
in Rücksicht auf die Coordinaten des Berührungspunets p. Nimmt man in ihr 
die Coordinaten des Punets 4 als gegeben an, lälst dagegen die Coordinaten 
des Punels p beliebig variiren, so stellt die Gleichung (26.) eine Oberfläche 
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von der 3(n- m — 3 len Ordnung dar, welche die gegebene Curve doppelter 


Krümmung in solchen Punecten schneidet, deren Schmiegungs-Ebenen durch den 
gegebenen Punel  hindurchgehen. Hieraus ergiebt sich folgender Lehrsatz : 
An eme Curve doppelter Krümmung, welche durch den Schnitt 
einer OÜberfläche nter und einer Oberfläche mter Ordnung entstanden 
ist, lassen sich von einem beliebigen Puncte aufserhalb der Curve 
3nm(n--ın —3) Schmiegungs- Ebenen legen, und die Berührungs- 
puncte liegen auf eimer Oberfläche von der 3(n-- m—B)ten Ordnung. 
Demnach lassen sich von einem beliebigen Puncte 4 an eine Curve doppelter 
Krümmung, in welcher sich zwei Oberflächen zweiter Ordnung schneiden. 
zwölf Schmiegungs-Ebenen legen. Die Centralprojection einer solchen Curve 
doppelter Krümmung auf eine beliebige Ebene ist bekanntlich eine Curve vierter 
Ordnung. Ihre Wendepuncte sind die Projeclionen der Berührungspuncte der 
zwölf Schmiegungs-Ebenen, welche sich durch das Centrum der Projeelion 
an die Curve doppelter Krümmung legen lassen. Eine Curve vierter Ordnung 
hat aber im Allgemeinen 24 Wendepuncte. Daraus folgt, dafs die Projeclion 
der Curve doppelter Krümmung nicht eine allgemeine Curve vierter Ordnung 
sein kann. Sie hat in der That zwei Doppelpuncte. Um diese zu finden, 
lege ich durch die Curve doppelter Krümmung eine Oberfläche zweiter Ordnung. 
welche zugleich durch das Centrum der Projection hindurchgeht. Von den 
beiden geraden Linien, welche sich auf dieser Oberfläche durch das Centrum 
der Projection legen lassen, schneidel jede die Curve doppelter Krümmung 
in zwei Puncten, und die Schnittpuncte dieser beiden geraden Linien mit der 
Projections-Ebene werden die gesuchten Doppelpuncte sein. Da nun, wie 
Plücker vichtig bemerkt hat, immer sechs Wendepuncte einer ebenen Curve 
in einen Doppelpunet fallen, so verschwinden von den 24 Wendepuncten der 
projieirten Curve vierter Ordnung zwölf, und es bleiben nur die oben er- 
wähnten 12 Wendepuncte übrig. 
Königsberg im November 1849. 
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20. 


Über die ganzen homogenen Functionen von der 
dritten und vierten Ordnung zwischen drei 
Variabeln. 


(Von Herrn Dr. Otto Hesse, Professor an der Universität zu Königsberg. ) 





In 36ten Bande dieses Journals S. 172 habe ich eine Eliminations- 
methode auseinandergesetzt, um eine in Puncteoordinaten gegebene Gleichung 
einer Curve dritter Ordnung durch Liniencoordinaten auszudrücken. Diese 
Methode hat, wie ich sehe, Cayley im Märzhefte des Cambridger Mathema- 
tischen Journals vom Jahre 1846 bekannt gemacht und zugleich, nicht ohne 
Mühe und Kunst. das Resultat der Elimination in seine einfachsten Bestand- 
heile aufgelöset. Die Methode besteht in der Zurückführung des Problems 
auf die Elimination von 7 Unbekannten aus 7 lineären homogenen Gleichungen. 
Einer Ausdehnung auf die Curven vierter Ordnung scheint dieselbe nicht fähig 
zu sein. Ich werde daher im Folgenden ein anderes, nicht weniger symme- 
trisches Eliminationsverfahren entwickeln, welches sich mit gleicher Leichtigkeit 
auf Curven dritter und vierter Ordnung anwenden läfst. und überdies noch 
den Vortheil hat, dafs man bei Curven dritter Ordnung das Endresultat durch 
Elimination von nur vier Unbekannten aus vier lineären homogenen Gleichungen 
erhält. Dieses Eliminationsverfahren steht in dem erwähnten Falle zu dem Cayley- 
schen in demselben Verhältnifs, wie das Jacobische Eliminationsverfahren für 
zwei Gleichungen mit einer Unbekannten zu dem Sylvesterschen, indem auch 
hier von der zum Theil schon vollführten Elimination ausgegangen wird. 

Ich schicke zwei allgemeine Sätze voran. von denen ich im Folgenden 
(sebrauch machen werde. 

$. 1. 

Wenn n homogene ganze Functionen von n Variabeln für eın 
System von Werthen der Variabein verschwinden, so verschwinden 
für dieses System von Werthen nicht allen die Determinante der 
n Kunctionen, sondern auch ihre nach den Variabeln genommenen 
ersien partiellen Differentialquotienten. 

Wenn %, %, U, ... 2, gegebene homogene ganze Funclionen vom 
pien Grade von den Variabeln = ,, &,. &,. ... .r, bedeuten, so ist bekanntlich: 
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ou ou ou 
MU +m— + 0 = m... 
dr, + 2 + r In pu, 


Ye 








\ 


— 2 U, 
(1.) "or, " O8, PR, 


Our | ou, Oltn 

de, | m, T a a pu,. 
Bezeichnet man die Determinante der n Functionen mit 4, multiplieirt die 
Gleichungen (1.) der Reihe = mit 








Be... Ale , iu... Zei 
a” 


und addirt. so erhält man: 
2) 4 = plul, + WU; ... uU, 
Diese Gleichung beweiset, dafs die Functionaldeterminante / verschwindet, wenn 
die Functionen %,, %,... %, verschwinden. 
Differentiirt man die Gleichung (2.) nach z,, so erhält man: 


B EYETSISE Jr ‚A: sea — | 





Au dU, er 
1 ae = RT Er 





Da aber 
Our ı Hr OU, 
4 — . Ü n 2 Ü -r . U, 





Pa ud 9 Pa EEE 
ist. so wird 
’ dd dU dU, | dU,) 
3. nn ae — Arch | Wind IE BEAT . 
3.) ae, (p—14 p ytı dx, T% dz, ' Un dr, ar, \ 
sa. . ’ 1 
Diese Gleichung beweiset, dafs mit %, %%,... , und .7 auch - ver- 


schwindet etc. 
Wenn n—1 homogene ganze Functionen pten Grades zugleich 

mil einer homogenen ganzen Function gten Grades von n Variabeln 

für ein System von Werthen dieser Variabeln verschwinden, so ver- 
schwindet auch die Determinante dieser Functionen, und die ersten 
partiellen Differentialquotienten der Determinante verhalten sich wie 

die ersten partiellen Differentialyuotienten der Function gten Grades. 
Wenn u,, u, 






u„_, homogene ganze Functionen pten Grades und 
u, eine homogene ganze Function gten Grades der n Variabeln &,, r, ... x, 
sind. so hat man: 
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ou, ou ou 
Io +1, — = mu 
7 27 . 1» 
dr, in 1 > / 
ou, ou, ou, 
( = Mh PIE. 4 “u... L,„ — nn U, a 
(4.) Bar + "or, T On pi: 
ou, On ou, 
2. te tı..2 — u. 
ER PER Ten 





Es sei, wie vorhin, / die Determinante der » Functionen %,, %,....u,. 
Multiplieirt man nun die Ag der Reihe = - 


0A 
ee) U, 


(2) I Ce 
und addirt. so erhält man 
5.) I paul, +wUd; +  - wUNtg—p)uU,; 
woraus sich zeigt, dafs ./ verschwindet, wenn ,, %,... %, verschwinden. 
Differentiirt man diese Gleichungen nach den PEN so wird: 


dd dU, dU, dU, 
u a ae Em Zur er. de, Bi ar Fre 


Oltz} 
(4 nf n - f Und \ : 


29 














„ds A du, , „AU, |. du, 
ide, Su. dx, r dr, 5 On dr, 
(6.) Ä r r On) 
r(4—P) De + Er 








2, — p fu, u nat... m, e 
dr, d£n dx, dx, 
me 
Setzt man in diese Gleichungen für die Variabeln dasjenige System von 
Werthen, für welche die n Functionen %,, %,, ... %, verschwinden, und be- 
zeichnet der Kürze wegen den Ausdruck —.U, durch A, so gehen diesel- 


ben in folgende über: 











th zer Km 0. 
d. j re u; 

(7.) dx, ri A 0, 
On __ 

n ZN ET 0. 
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Es verhalten sich also die partiellen Differentialquotienten der Determinante wie 
die entsprechenden parliellen Differentialquotienten der Function vom gten Grade. 
$. 2. 

Wenn man durch » eine homogene ganze Function 3ten Grades von den 
Variabeln &,, ©,, x, und durch v,, v,, v, die partiellen Differentialquotienten 
dieser Funclion bezeichnet, so verlangt die Aufgabe „die in Punctcoordi- 
naten gegebene Gleichung v—0 einer Curve dritter Ordnung durch Li- 
niencoordinaten auszudrücken ,’ die Elimination der Variabeln z,. ©, x, 
aus folgenden vier homogenen Gleichungen: 

t? 


HT 0, 
t° 
| 
bo U. 7 0. ar _— 0, 
(8.) m 
4° 
GW, -- + (13 X —- Ü, 
2 2 2 
Man hat also drei homogene ganze Functi v,- . NR. 
Man nal also drei NOMogene ganze Funclionen ®, az U, 97) 0; 7 035 


der Variabeln z,, x,, x, £ vom zweiten Grade, und eine 42, + 2.4 03.20; 
ersten Grades, welche für ein System Werthe der Variabeln verschwinden. 
Bezeichnet man daher die Determinante dieser Functionen mit 9, so ist nach 


dem in ($.1.) bewiesenen zweiten Satze: 


00 N ö 00 I ” 
I 1 AO, = 0, =— 74. = 0 . ee AOLz a. v. 
LK, 


OX, ' Or, 
Um die Determinante jener 4 Functionen zu bilden. bezeichne ich die zweiten 
partiellen Differentialquotienten der Function ® durch ®,,, %., ... und bilde 
die Determinante / aus folgenden Componenten: 
On dis Vi, 0 
Un Uns Uns (las 
Özıy Uns U, 03, 
a RE 
Diese letztere Determinante ist vom zweiten Grade und homogen, so- 
wohl in Rücksicht auf die Variabeln. als in Rücksicht auf die Gröfsen «,, «&, @;. 


und man erhält: 
0 — Al. 


Setzt man diesen Werth von 6 in die angegebenen drei Gleichungen, setzt 


» A “ . . . . 
man ferner sau und fügt die letzte Gleichung (8.) hinzu, so hat man aus 


dem System von Gleichungen (8.) folgendes System von Gleichungen abgeleitet: 
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04 
10, —=(. 
A 
od 
— + uU —=(, 
(9.) { MR 
| 84 ı 
+ u, = 0 
Or, un. b) 
| O1 + 2X 03T; — U. 


Diese Gleichungen sind aber lineäre homogene Gleichungen in Rücksicht auf 
die Variabeln x,, &,, x,. Das Resultat der Elimination dieser Variabeln wird 
die gesuchte homogene Gleichung vom sechsten Grade in Rücksicht auf die 
Liniencoordinaten &,, &, «, sein. 

$. 3. 

Wenn v eine gegebene homogene Function vierten Grades von den 
Variabeln x,, &,. x, ist und ®,, %, v, die partiellen Differentialquotienten 
dieser Function bedeuten, so verlangt die Aufgabe „die ın Punctcoordi- 
naten gegebene Gleichung v— 0 einer Curve vierter Ordnung durch 
FLäntencoordinaten auszudrücken”, die Elimination der Variabeln «,. .. 


2. t aus folgenden vier Gleichungen: 


/ $° 
v+ iz — 0, 


10) (+ = 0, 


t° 
BT a Ga v, 
a—= + mm 40,0, = (0. 
Um diese Elimination auf die aus lineären Gleichungen zurückzuführen. 


’ \ 2 . ö I’ er 
bemerke ich, dafs man die drei homogene Functionen v, +2, d +97» 


' I" . ; s 
0,5 der Variabeln &,, &,, &%;, £ dritten Grades hat, und eine, nemlich «, 


ersten Grades, welche für ein System von Werthen dieser Variabeln ver- 
schwinden. Bezeichnet man daher die Determinante dieser Functionen durch #, 


so hat man nach dem in ($. 1.) bewiesenen zweiten Salze: 


0. 80 6, 
an = 0, Öx, dx, 


Die Determinante ./ der Gröfsen 





-1- AO, a 0, hot; = 0. 


Un Pin ds. Oıs 
Os Un, U, On 
Oz, Up, Urn 0, 


3 
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unterscheidet sich von der Determinante 9 nur durch den Factor ?”, so dafs 
Bu 


ist. Setzt man daher diesen Werth von # in die drei vorhergehenden Glei- 





2 Er 
chungen. so gehen dieselben, wenn Zu ist, in 
n 
04 
3, tr u0 2 0. 
PER 
dA 
© 
(11.) 2 un —= 0, 
x 
94 
—+ u — 0 
or. 


3 


über. Mit diesen Gleichungen bestehen auch noch folgende, aus «—=0 abge- 
leitete Gleichungen: 


| ax; =0, uX; 


| 


0, 


0, UT, TC, = 0. 


0, AL; 


| 


(12.) 


I ACH X; 


| 
| 


0, un, 


Entwickelt man nun die Gleichungen (10. 11. und 12.), so wird man fin- 
den, dafs diese 12 zugleich bestehenden Gleichungen lineär, und in Rücksicht 
auf die 12 Grüßen 7, ,'’2, aim, dm, Ba, DB, Du; m, 
2,0503, ©, u homogen sind. Das Resultat der Elimination aus diesen lineären 
Gleichungen wird also die gesuchte Gleichung in den Liniencoordinaten «,, 
%,, 0, sein; welche, wie leicht zu sehen, homogen und vom 12ten Grade ist. 


S. 4. 

Die Aufgabe „die Bedingungsgleichung zu finden, welche erfüllt 
werden mufs, wenn eine Curve vierter Ordnung einen Doppelpunct haben 
sol!”, führt auf die Elimination dreier Variabeln aus drei homogenen Glei- 
chungen dritten Grades. Auch diese Elimination läfst sich auf die Elimination 
aus lineären Gleichungen wie folgt zurückführen. 


Wenn 
13.) u. 0, , u u Lu 


drei homogene Gleichungen dritten Grades von den Variabeln &,, &;, 7, sind, 
so hat man drei homogene Functionen v,, ©, % dritten Grades, die für ein 
System von Werthen der Variabeln verschwinden. Es verschwinden daher. 
nach dem ersten Salze in ($.1.). nicht allein die Determinante ı«, gebildet 
aus den Grölsen 
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ov, ov, ov, 
Rn a TR 














ov, ov, ov, 
O2,’ 9m,’ 5m’ 
Ov, ov, v, 


02,’ 0m,’ Or,’ 
sondern auch die partiellen Differentialquotientien dieser Determinante. Aus 
den obigen drei Gleichungen ergeben sich also folgende homogene Gleichungen 
fünften Grades: 

ow ow ow 
(14.) u” 0, ra 0. 3% 
Wenn man zu diesen drei Gleichungen noch die 18 Gleichungen fünften Gra- 
des hinzufügt, welche aus den drei Gleichungen (13.) durch Multiplication mil 
den Producten ©, 2%, 2%, 2,%,, 27,X%,, xx, entstehen, so hat man 21 ho- 
mogene Gleichungen fünften Grades. Entwickelt man diese und betrachtet die 
21 verschiedenen Producte der Variabeln von der fünften Dimension, aus 
welchen die verschiedenen Glieder dieser Gleichungen bestehen, als die Un- 
bekannten, so hat man 21 lineäre homogene Gleichungen. Das Resultat der 
Elimination dieser Unbekannten wird zugleich das Resultat der Elimination der 
Variabeln aus den Gleichungen (13.) sein: eine homogene Gleichung vom 

27ten Grade in Rücksicht auf die Coöfficienten in den Gleichungen (13.). 
Anmerkung. Wenn die Curve nur von der dritten Ordnung ist, in 
welchem Falle die Gleichungen (13. und 14.) von der zweiten Ordnung sind. 
genügen diese Gleichungen, um aus ihnen die Producte ©), 23, 25. “uı7;. 


| 


—s U, 


2%, 2,7, als aus lineären Gleichungen zu eliminiren; woraus denn eine 
homogene Gleichung vom 12ten Grade in Rücksicht auf die Coöfficienten in den 
Gleichungen (13.) sich ergiebt. 

$. 9. 

Die Gleichung der Curve 14ter Ordnung zu finden, welche eine 
gegebene Curve v—=Ü vierter Ordnung in den Berührungspuncten der 
Doppeltangenten schneidet, ist eine Aufgabe, deren Lösung ich in der Ab- 
handlung „Über Curven dritter Ordnung ete.” (dieses Journal Bd. 36. S. 163) 
dadurch angebahnt habe, dafs ich die Gleichung einer solchen Curve vom 
16ten Grade, nämlich die Gleichung 

(15.) 30:0, — 0,0; = 0, 
aufstellte, welche noch mit Hülfe der Gleichung der Curve v—=0 um zwei 
Einheiten zu erniedrigen blieb. 
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Ich behalte die dort gebrauchte Bezeichnung hier bei, nämlich n = 4. 
a —=0, a —=0, a,—1, 2, —1, und bezeichne der Kürze wegen die par- 
tiellen Differentialquotienten von w, gleich wie die von v, durch Indices. 
Dann ergeben sich aus den Formeln (XX.) für die Gröfsen Q folgende Werthe: 

DE, == W, 

90, = wm — unvı}, 

99, = (wu: — 2w, 9-4 00) —3 0 Vs + wm Vz + ww, Vz! 2wV;. 
Mit Hülfe der Gleichung » —0 und mit Berücksichtigung der bekannten Eigen- 
schaft der homogenen Functionen kann man dem Ausdrucke (9Q;)” folgende 
Gestalt geben: 

90, = —4wV,+4{w Vs; + wV3 +; V;;! 


| 


” 


- ww; Vı + wV + w;V;; a 2w,w;V;; + 2u;w,V;, + wu v2}. 
Eben so wird: 
0 — WE Wand = HI Wr ws + wm V3 ww ,)} 
u 1 Vi + Wo V - w;V;; - 2w3 Vs; + 2w;,V;, + 2w.V:: h. 
Mithin ist 
90, = —tw V;; + ,(w, V3+unV;, - uw; V;;) 


nn | 
3) / 


—;7 W011 Vı- W2V% + W;; V;-+ 2wsV + 20, V;,- 2: vn}. 
Setzt man diese Werthe der Gröfsen Q in die Gleichung (15.). so erhält 
man. indem sich die Glieder von der 16ten und 15ten Ordnung aufheben. die 
eesuchte Gleichung vom 14ten Grade; nemlich: 

\ weiVi ge wV. + w; V;3-+ 2, w,V 5; + 2w; w, V;-+ Zw, w; vn! 
I— 3w [v1 V + waV» + ww; V 3 + 2w, Vz -+2w,V;, + 20V .! 


Dieses ist also die Gleichung der Curve. welche die gegebene Curve v — 0 


(16.) 0. 


vierter Ordnung in den 56 Berührungspuncten der Doppeltangenten schneidet. 
In ihr bedeuten die Gröfsen w die partiellen Differentialquotienten der Deter- 
minante. welche aus den partiellen Differentialquotienten 

Us Urs Vo 

U, Un, Un 

Oz) Gy, di 
der Function ® gebildet ist, und die Gröfsen V haben folgende Werthe: 


£& — Uli, — U%. g = Pal; — Vıl. 

! a» = 30V, 05, V,, =— V;ÜV,, — Undz. 
? 2 7 C} z® * - 

j 3; 7 ba — Un: ; a = Yz,lp — UzV0. 


Königsberg im Januar 1850. 
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21. 


Probleme der Variationsrechnung. 
(Von Herrn Professor Schellbach zu Berlin.) 





Eine lange und vielseitige Erfahrung hat mich zu der Überzeugung 
gebracht. dafs das Wesen der Variationsrechnung noch nicht ganz richlig er- 
fafst ist. Die talentvollsten meiner jüngern Freunde, welche wirklich die 
Methoden der Varialionsrechnung so weit in Besitz halten, um Aufgaben aus 
dieser Sphäre lösen zu können, gestanden stets, die Gründe des Verfahrens 
nicht mit voller Klarheit einzusehen. Es ist eine Thatsache, dafs erfindungs- 
veiche Köpfe, die sich lange Zeil in einer und derselben Gedankensphäre 
bewegten, Wahrheiten und oft ganze wissenschaftliche Gebiete entdecken. 
ohne den Weg dazu Andern zeigen oder ihn mit vollem Bewuistsein selber 
sehen zu können. Nehme ich hinzu, dafs in gedruckten und ungedruckten 
Schriften die Varialionsrechnung als das abstracleste und sublimste Gebiet der 
ganzen Mathematik geschildert wird, gleichwohl aber auf einem längst be- 
kannten geraden Wege zu allen ihren Gipfeln sich gelangen läfst, so ist dies 
eine Aufforderung für mich, diesen Weg. der übrigens weder von den 
Bernoull''s noch von Kuler betreten worden ist, wie man vielleicht glauben 
möchte, besonders jüngern Mathematikern, für welche diese Blätter hauplsäch- 
lich bestimmt sind, anzudeulen. 

$. 1. 

Es mögen 4, u, v,... eine Anzahl constanter Grölsen und Z,M, N, ... 
eben so viele Funclionen der n unabhängig veränderlichen Gröfsen &,Yy, 2, .. 
sein. Stellt man die Summe 

U= V-iL-—-uM-+vNX- 
auf. in welcher V ebenfalls eine Function der Veränderlichen x, y, 2, :.. 
bezeichnet, so findet man bekanntlich aus den » Gleichungen 
Ei TE IE 


Ps, oy 0% 


“ 





die Werthe von &, y, 2, ..., welche den Ausdruck U zu einem Maximum 
oder Minimum machen. Wären aber diese Veränderlichen der Bedingung 
unterworfen, dafs sie die a—m Gleichungen L=0, M=0, N—0, 
befriedigen müssen, so würden die Werthe von #, y, x, ... aus den obigen 
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Gleichungen noch immer U, oder, was dasselbe ist, V zu einem Maximum 
oder Minimum machen. Die a — on Constanten A, u, Y, .... Welche in den 
\verthen von &, y, 2%,... vorkommen, wären aber nun nicht mehr gegeben, 
sondern müfsten aus den n—m Gleichungen = 0, M—=0, N=(,... 
berechnet werden. Wenn demnach eine Function Y der n Veränderlichen 
2, Y, 2, ... zu einem Maximum oder Minimum gemacht werden soll, wäh- 
rend die Veränderlichen die a—m Gleichungen L=0, M—=0, N=1(, ... 
befriedigen sollen, so findet man aus diesen und den # Gleichungen: 





























JE. M ON | 

w 3» 1 win JE l a 1 V . on |... 6 (0 

« E | u.a ü | | nn E nn 2 | ’ 
O4 O4 oA OA 

oO V 1. ou ! oM ! oN ! 
=—— AI HU V— ee —=(, 
0) ‚ l oO) , ı 4 0) ‚ oy l 

Ö V Bi o L | oM | oN N 
—— -- l. - 5 tl zn 4. V———— a en u () B 
De Tune u - Pie, 


die Werthe von 4, «, v, ...,„ und dann auch die von 7, v, 2,..., welche 
der Funelion V die verlangte Eigenschaft geben. 

Ist f(z,y,2,0W)=0 eine Gleichung, aus welcher die Werthe von 
x, y, 5 gefunden werden sollen, die # zu einem Maximum oder Minimum 
machen, so stelle man sich % aus diesen Gleichungen entwickelt vor, so dafs 
u—y(x2,y,2) oder g(x,y,z2)—u=0 ist. Hiernach hätte man zur Be- 
































' ; BER op op a 
siimmung von x, y, 5 die drei Gleichungen TI —0, 2 —(), A: A 
Re % OX oy OS 
Aus der ersten Gleichung folgt: 
ge a 
Tor Layı a 037 . vu = 0, 
OX '0Y 03 ' cu 
und aus der zweilen: 
al « N Op « ) O1 « 
fr ör-- nn oy+ T oz — du = 0 
O4 0 * 
Man hat daher 
7 __ HM m __A,M Me __ I. 
Br 0 a or ' au’ © O3 ou? 


folglich zur Bestimmung von z, y, 2, u die vier Gleichungen: 





f=0, T—0, Tu RE | 


Or oy , [oP° 
Hat man nun aufser der Gleichung 
flia,y;s,t,0) = ®, 
aus welcher die Werthe von X, y‘, 5, 2 gefunden werden sollen, welche 
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zu einem Maximum oder Minimum machen, noch die Gleichungen 

ya,y2,6bu) —=0, va,yz,tu) = 0, 
so bilde man die Gleichung 

[guy = Q, 

in welcher 4 und « Constanten sind, und die linke Seite wieder eine Func- 
tion von z, y, 2, f, u ist. aus welcher der gröfste oder kleinste Werth von 
a bestimmt werden soll. Nach Dem, was wir so eben sahen, hat man daher 
zur Bestimmung von £, y, 2, £, u, 4, «u folgende 7 Gleichungen: 


f nn 0, yo = 0, = 0, 














o tolt ow 

ee -- .—-— u — 0, 

OL OX Bei - 

of op f Oo “ 0 

500 nd 
ef, de 1,8% 

— --/I-— -U— =, 
er Ti . 

Oo OS - 

CO | ot oıı 

N ”. +u1— —=(. 

Be ol .* 


Auf eine ähnliche Weise kann man verfahren, wenn Funelionen von 
mehr Veränderlichen und eine beliebige Zahl von Bedingungsgleichungen ge- 
geben sind. 

Nur diese Sälze, deren strengeren Beweis man in jedem guten Lehr- 
buche der Differentialrechnung findet, und die hier nur der Vollständigkeit 
wegen hergeselzt wurden, sind nöthig. um alle Probleme der Variationsrech- 
nung lösen zu können; wie ich dies jetzt an einer Reihe von Beispielen nach- 
weisen werde. Wenn ich dabei etwas ausführlicher und umständlicher ver- 
fahre, als man es an diesem Orte zu lesen gewohnt ist, so geschieht es eben 
deswegen, weil ich nicht einer grofsen Entdeckung in allgemeinen, flüchtig 
hingeworlenen Umrissen die Priorität zu sichern habe, sondern jüngeren Ma- 
themalikern nützlich zu sein wünsche. 

S. 2. 
Aufyabe. In den Puncten A, A,, A,.... A (Fig. 1), deren Abseissen 


durch ©, 2. 23... . 7, bezeichnet werden mögen, sind die Ordinaten AD=y,,. 


A4,B,=y,,... AD’=y, errichtet, von denen die Länge der beiden äulser- 
sten y, und y, gegeben ist, und die Länge der übrigen so bestimmt werden 
soll, dafs der Inhalt des Polvgons ABYA'B’ ein Minimum wird, während die 
Summe der Seiten in BB,B,... 3’ eine gegebene Länge Z hat, 

40 ’ 
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Auflösung. Der Inhalt der n Trapeze ist 
ar n)Yy ty) ra —aı)(Yıt Ya vr (a3 — an)(y2atY9) 
tut = 
während L=4s,,—- ./s, + a 4Is,_, Ist, wo As, — (a, — a) + (Yı—Yu)’)» 
a — (m — 1) + (yYn—Yı)), Ir = Ya; — %;) + Y3—y»))» 
As, , a a -(Yn—Yn-ı) ) bedeutet. Differentiirt man also den 








Ausdruck: 


U= V-+iL, 


Y3s 2. + Yan, und setzt die Differentialquotienlen 


0 


nach den a —1 Grölsen y,, y», 
gleich Null, so erhält man, wenn man die Gleichung L— As — ds, — As; ... 
Is,_,—=0 mit hinzunimmt, im Ganzen nr Gleichungen, aus denen die 


n 





n Unbekannten y,, ya, ... y„ und 4 berechnet werden müssen. 
Die Differentiation giebt die Gleichungen: 









































[ yr yo 6 dy, dy, | 
D, — 0, — A ( ds, Is, ) , 
= P Av . dv, ) BR 
rn — rn — 2. 6 or 4 Ba 0, 
Pe Ay, di 
| 2 — m — RL g- “Zr ) — 0, 
1.) . U} . 
‘ A} m-+1 Aym et 
Em+2 — Em — al a Asm ) Br 
r 4, n—1 ir Bizı 
Bw 2 al en) = 
oder 
| 21x, — age v, 
N ’ 
2. Er +4 u r - ——— Ü, 
240, + 2°, We n. ) = 0, 
(1.) j 





2A + Im — 3.4 a ) —z N 








242,.+4°2,,—- Ba4(2=) — 0. 


Is, 
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u & 


Es ist nicht unser Zweck, diese Gleichungen in dieser endlichen Form zu 
behandeln, sondern ihre Aufstellung liefert nur die Gleichungen, welche inle- 
grirt werden müssen, wenn die Gestalt der Curve verlangt wird. die ein Faden 
von der Länge Z annehmen muls, der durch zwei feste Puncte y,, und y, so ge- 
legt werden soll, dafs der Flächenraum zwischen ihm, den Ordinaten der beiden 
Puncte und dem entsprechenden Stück der Abscissenaxe ein Minimum wird. 

Addirt man die m -+-1 ersten der obigen Gleichungen, so erhält man 





‘ A m Ay 
(2.) Em t Em — Lu X —2(2 4 JO = Gene 0, 


Br ds 
oder, wenn man sich jetzt unendlich viele Puncte zwischen x, und x, ein- 
geschaltet vorstellt, wodurch sich &, nicht mehr von x, und «,„,., nicht mehr 
von £,„,, unterscheidet und das Zeichen 7 sich in © verwandelt: 
‘ " OYm. 1 oY. 
3 Lnzı Tu > 4 nu °). 
( ) sd 2 > Os, 


Ganz dasselbe hälte sich ergeben, wenn man blofs die m --1te dieser Glei- 





chungen 


A) 242,420, 2428) — 0 


dJ Sm 


herausgenommen, und für diesen speciellen Fall behandelt hätte, wobei noch 
für 2,5 Ymy Sm kurz x, y, s geschrieben werden konnte. Man hätte so die 


Gleichung 
- a ny # oy 
5.) 2er 0 — MÜ0-— — 0 
ß Os 
. er PR 
zu integriren bekommen, aus welcher sich er er — — const. oder 
$ 
er 
. a .03 ! 
(b.) 2=,2-- const. 
Os 


ergiebt, oder, wenn man die Constante bestimmt: 





= ./oYy ey 
2) 2a = ı(2- 2); 
Os Os N 

N) 


was offenbar nichts anderes als die Gleichung (3.) ist, da eben der Zeiger 
n--1 beliebig ist, oder diese Gleichung (3.) innerhalb des ganzen Intervalls 
von x, bis x, gilt, was in (7.) dadurch ausgedrückt worden ist, dafs man 
ganz allgemein z, y stalt x, Ym geschrieben hat. 

Bezeichnet man in (6.) die Constante durch @, so ergiebt sich durch 
weitere Integration: 

8) (a) +(y—I’=%; 

woraus man den Kreis als die gesuchte Gestalt des Fadens erkennt. 
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Beim Ubergange zum Unendlichkleinen verwandelt sich die Gleichung 
Lu u Bi 
L —— Is, 45, -- I-- eu. +d4s,_ı 


L Yn 2 Yn n 
7 o$s [2 " v OY 
I; — / us — / nn UY cz + /. 2 2 “ 
’ ß; ‚ » _— y(A (Y b, ) , 


Yu Yı 





woraus man 
9) 7 a—a)y—b)— (2, — a(y„—b) = +4#sin— 


findet. Diese Gleichung, in Verbindung mit den beiden aus (8.) abgeleiteten 


. Gleichungen 


I 


10) (may — 

4- r a I #7. ns 

(11) (.—- + (1„—b = 
ist zur Bestimmung der drei Constanten @, db, 4 der Coordinaten des Mittel- 
puncis und des Radius des Kreises hinreichend. 


mn, 


2 
I 


Ps 


Der blofse Anblick der Figur lehrt, dafs hier sowohl ein Minimum als 
ein Maximum der von dem Faden begränzten Fläche gesucht werden kann, 
und dafs für beide der Radius 4 gleiche aber enigegengeselzte Werthe be- 
kommt. Zugleich sieht man auch ohne weitere Untersuchung der letzten drei 
Gleichungen, dafs die Aufgabe Unmögliches verlangt, wenn ZL eine gewisse 
Gröfse überschreitet oder nicht erreicht. 


$. 3. 

Bisher sind die Abscissen 2&,, 25, 43, ... x,_, als gegeben betrachtet 
worden. Man kann dieselben aber auch als veränderlich ansehen, und die 
Ordinaten ihrer Gröfse nach gegeben, wodurch man zur Bestimmung von x, 
La La... 0, Offenbar (a—1) ähnliche Gleichungen wie die (1.) zur Be- 
rechnung von Yız Yas Ya +++ Yn-ı aufgestellten erhält. Endlich lassen sich 
sowohl die Abseissen, als die Ordinaten, als unbestzmmt ansehen, so dafs 
(2n —1) Unbekannte aus den Gleichungen (1.) und an —1 ähnlichen Gleichungen 
zu berechnen sind, welche man aus der Gruppe (1.) erhält, wenn man nur 
x und y mit einander vertauscht. Auch bei dem Übergange zum Unendlich- 
kleinen behält diese Vorstellungsart ihre volle Anwendbarkeit; denn man kann 
sich sowohl die Abseissen als die ÖOrdinaten der Curve selbst wieder als 
Funclionen einer dritten veränderlichen Gröfse vorstellen, und also sowohl 
nach «= als nach y differenliiren. Man erhält auf diese Weise die beiden 
Gleichungen 
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Q) 


[a [2 oY La! .n K 
(1.) ot—l0:— —= 0 und Cy—söo: 
os os 


—(,. 


\r 





deren Inlegralion 


- 
| h) 
| di 


= |= 
s 


’ on Kt De >38 
(2) zs—-a= re u } b = h- 


giebt, woraus sich unmittelbar durch Addition der Quadrate der beiden Glei- 
chungen 
GB) @-a+y—b’ = # 
ergiebt. 
S. 4. 

Endlich kann man auch verlangen, dafs aus den n gegebenen Linien 
Yıyı =l, yya=l, YaYs=hs ..: Ya-ıYn=1,_, ein Polygon YıYıY2***Yn 
gebildet werde, dessen feste Endpuncte y, und y, sind, und welches mit den 





Ordinaten und dem zwischen ihnen liegenden Theile der Abscissenaxe einen 
möglichst kleinen Flächenraum einschliefst. 





Der Ausdruck für YV in ($.2.) bleibt bei diesen Voraussetzungen un- 
= As, nn As, nn 4 1s, 4 
l I " 


) 





geändert; aber an die Stelle der einen Gleichung 


..4s,_, teten folgende nr Gleichungn: 


n—1 


As, — Y«d (2, 2) H - re Yo) ) — l, 
A.) 1 ji er — I) — —yı)) = I 
n —n vl, a %.) - 2 4 BB a. h.- 
Der Ausdruck für U verwandelt sich in 
U— V+1,4,44,I1 +1,44 ...1,,48,-ı: 





Differentiirt man U nach &,, &2, ... 24-15 Yıs Yas == Ya-ı, SO erhält man 
2(n—1) Gleichungen, welche mit den Gleichungen (1.) genügen, um die 
3n —2 Unbekannten 7, , 22, 235... 8,_19 YısYa3 Y3y =» * + Ya-ın Aug Ars day eı - Ancı 
berechnen zu können. 

Man erhält auf diese Weise, wenn blofs die m--iten dieser zwei 


Gruppen von Differenzengleichungen dargestellt werden: 


Aymzı n Ayın 
Im Im —2( a———h Zr) — (0, und 
1. u es +1 ee G y 
Ax 1 u Ir 
yn 2 et 2 Sa) — Q, oder 
Ym+2 “m-+i Asmaı F Mm Ag . ode 





2IEn + SE 247 Im == 0; 2Iyn+ Pym—24(}, e)=0, 
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Bei dem Ubergange zum Unendlichkleinen ergeben sich hieraus die 
beiden Gleichungen 


al. n | 
(2.) 02 — 04) == 0 ou oy— ala: .) == Q, 


Os 


deren Integrale wieder die oben gefundenen 
Ay Ir 

‘ 57 „OA 

GB) za =eln, y-b=iz 


sind. und also auch zu dem gleichen ferneren Resultate führen. 


$. 5. 

Um die Diiferenlialgleichungen zu finden, deren Integration zur Lösung 
unserer Aufgabe erforderlich ist, kann man auch, statt von den endlichen Aus- 
drücken für V und Z, gleich von den ihnen entsprechenden Integralen aus- 
sehen. Man erhält für V und Z die Ausdrücke 

e m) . . , | o / » | | au / 
H _— YıIry- yıdt,-yIr2z- + Yo IT,-ı 


ı 


| L/ ” a) | . , . | . - ! ] ‚yü ä ” 
+4(I42,I4y,+ 4r,4y, + Am Ayy+ +42, Sy.) und 


\ 


2 ai va ih FT an Ir Ami 2 N 
l, ==] II, Ay, Ti Ja JIyı)+ Y( ad; + 4-yY(Ir,_ır I a 


also wird. wenn man die Differenzen unendlich klein annimmt, V —/yös und 


IL, = fü x _- ( Y) daher 


Tue ET TE 
I J; 0Or0-+ ufyöa Toy). 


Man kann nun in Ü sowohl die 0x constant und die ©y veränderlich 
annehmen, als umgekehrt, die ©y als constant und die Ox als veränderlich, 
so dafs also z und y Funetionen einer dritten Veränderlichen sind. In die- 
sem Sinne kann man daher U zugleich nach x und auch nach y differentiiren. 

Diese letztere Vorstellungsweise ist die, welche zu Formeln führt, die 
sich durch ihre Symmetrie vor denen durch die andere Ansicht gefundenen 
auszeichnen. Da es einige Unbequemlichkeit hat, bei der gewöhnlichen Be- 
handlungsweise der Probleme der Variationsrechnung gleich zwei unabhängig 
Veränderliche mit in die Betrachtung zu ziehen, so werden diese symmetri- 
schen Formeln gewöhnlich nicht aufgestellt. Es läfst sich mit Integral- Aus- 
drücken nur dann noch völlig sicher operiren, wenn man in ihnen die ein- 
zelnen Elemente wieder herauserkennt, und der Rechner thui wohl, lieber die 
einzelnen Glieder einer solchen Summe hinzuschreiben, also 


4 


Yoldlı — LT, -- Y; (2; m 2) Ya (2; — T;) + AR u. Ya-ı(T, vo Une) 
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statt fr öx zu seizen. Man sieht dann recht gut, was es heifst, den Aus- 

















druck U nach &,, &;, ... &,_, und Yı, Ya» ... Y„_ı zu differentiiren. Führ! 
man an U die Operation wirklich aus, so erhält man die Gleichungen 
Po or a LepeT 
Yı—Yırd — 5; —0 oder Oyu+40-— =. 
an OS, os, ni os, 
„(0x Or a ti 
Yı— YA — —) —0 oder öyı+A0-<— =Q, 
ATATmM Tao ae 
und allgemein 
e an Om 
I)YV -A0: = 0: 
( ) mn | C OSm 
- . nn 1} “ n or . 
wofür dann kürzer öy + 1. —0 geschrieben werden kann, da eben durch 


z und v, ganz so wie durch x, und y,. die Coordinaten irgend eines Puncts 
der Curve zwischen y, und y, bezeichnet werden sollen. Eben so gelangt 


nn 


. . . a OY . . : 
man dann zu der zweiten Gleichung X -: 46: —=0. Wenn einmal der Sinn 
Os 


dieser Operationen klar aufgefafst ist. so genügt es offenbar, U nur nach 
2, und y, zu differentiiren, um sogleich die gesuchten Differentialgleichungen 
zu finden. 


S. 6. 

Es werde jetzt angenommen, dafs die Endpuncte des Fadens, von 
der Länge L, sich stets auf zwei Curven befinden müssen, deren Gleichun- 
sen y(S,n)=0 und y(E,n7)=0 sind, und dafs er durch n — 1 Ordinaten 
Yıs Yas * ++ Y„-ı hindurchgehen soll, deren Abscissen nach irgend einem Ge- 
setz zwischen die Puncte x, und x, vertheilt sind; wobei der erwähnte Flächen- 
raum wieder möglichst klein verlangt wird. 


Hier sind aufser den n—1 Ordinaten auch noch die Coordinaten der 
Grenzpuncle &,, y, und x,, y,„ zu bestimmen, welche den beiden Bedingungs- 
gleichungen y(&,,y,)=0 und y'(x,,y,)=0 unterworfen sind. Man hat 
daher für U den Ausdruck 


2; A (y+3öy)öcH+ .f via + oy) up tg); 
der nach Yu, Yı> Ya» --. Y„ und nach &,, x, differentiirt werden müfste, um 
zu n--3 Gleichungen zu gelangen, aus denen in Verbindung mit den drei 
Gleichungen vor 7 öoy)—=L, P(Xo, Yo) U, p(z,, Yu) — 0 die n +6 
Unbekannten &,, £,, A, Us Aıs Yos Yıs * -: Yn gefunden werden müssen. 
Wenn aber der Faden über »—1 Ordinaten geleitet werden soll, so kann 
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man auch noch die Abseissen dieser Ordinaten als veränderlich Wo- 
durch jetzt die 2n--5 Gröflsen 2,, Lıs =» Lan» Yus Yıs ++ Yan 4, U, U, ZU 
bestimmen sind; was mit Hülfe der erwähnten drei Glehdengen und der 2n +2 
aus U abzuleitenden Differentialgleichungen geschehen kann. 
Durch Differentiiren nach x, und y, erhält man sogleich für die Form 
beiden oft erwähnten Gleichungen: 





on 2 - 
(1.) öOy--40-— —=0 und or+io — =(, 
O8 os 


welche für den Fall der Stetigkeit die 2\n —1) Gleichungen repräsentiren. 
die für die Coordinaten der Puncte gelten, so auf dem Faden, aber nicht 
auf den Curven 9=0 und g,==0 liegen. Für die Bestimmung dieser zwei 
Puncte mufs U noch nach &,. Yo» 2, Y„ differentiirt werden, wodurch sich, 




















. “ . o. . Or, Oyn OXn— oOy — 
wenn man OYy,. 0X, 0x,_, vernachlässigt und . —— statt Sen. 
. OS, OS$n OSn—ı j Osn—_ı 
schreibt. folgende Gleichungen ergeben: 
N o Of ion ). o) 0 Op 
Yo / DE Br 0: a U = (0); 
) ) OS, Ko 08, oY, 
; N F On | op’ - Oyn | og’ 
YıT4x TR? =; ha —=V$. 
| IT 7a, | Mor, | Osn Oyn n 


Nicht blofs die Rechnung, sondern schon die ganze Betrachtungsweise 
dieser Art von Aufgaben lehrt, dafs auch in diesem Falle die gesuchte Form 
des Fadens ein Areis ist. 

















°P ; x a 2 Op ac ı op; U A ; u. 
De d& 057 Fri O und ve" on! stall u, Yo. 


2,. v, auch 5, 71. 5, 7 geschrieben werden kann. so erhält man aus den 
Gleichungen (2.): 




















n a 
Nu ee OV. rn a OXn nur! 2 n 
n05-- Al 05-+ = on) —(; 108 - 0 +0 
os (ds, 7 ds, v8 ru on 
also 
a3. A ee 
or Mm On ı On Mm 
Os, os, 0& Os | Is O8 


woraus leicht zu sehen, dafs, wenn in (Fig. 2) BC eine Tangente an den 
Kreis BB’ und BD eine Tangente an die Curve EB, oder =0 ist, und 
von 4 ein Loth AC auf die Tangente BC gefällt wird, der Theil dieses 
Lothes AD dem entsprechenden Theile 4’D’ am zweiten Endpuncte B’ gleich ist. 
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Die 9 Constanten u, Yos Uns Yns 45 4, 4, a, b müssen aus den 
Gleichungen (9. 10. u. 11.) in ($.2.), aus den vier Gleichungen (2.) in diesem 
Paragraphen und aus den beiden Gleichungen der Grenzeurve ya. Yu) =. 
p (X, y,=0 bestimmt werden. 


S. 7 


Soll zwischen den Schenkeln des Winkels 4BU — 3) der Faden 


AB — L so ausgespannt werden, dafs der Inhalt des Sectors ABC ein 











Maximum wird, so wird man sich am bequemsten der Polarcoordinaten be- 
dienen. Die Endpuncte A und B des Fadens mögen in den Entfernungen 
AC—r, und BÜ=r, befestigt gedacht werden. Bildet dann der Radius- 
vector CD—r mit AC den Winkel v, so erhält man für U den Ausdruck 


U= fr’ öv- fi (ör’+rör), 


der also blofs nach r, und v, differentiirt zu werden braucht, um sogleich die 
Form der gesuchten Differentialgleichungen zu geben. Hätte man nämlich 
zwischen r, und r, die Vectoren r,. r,, 75, ... 7,_, eingeschaltet, die den 
Winkeln ®,. ©,, v;, ... ®,_, entsprechen, so hätte man für U die Reihe 


U— 4ir,r,sinv, -r,r, sin (9%, —v,)--r,r3; sin (dv, — Be, r„_ı7,sin(%, —v,_,)t 


| 


+ 4lyln — rn) + Arırsin4o,)+ ylnr—rı) 7 4rırzsin }(o,— v,)) 
+ la — 1 Ar, rzsin’4 (0, — v,)) - 
+ yür, I, . Ar, r„-ı sin’ 4 (0, — ei ); 


erhalten, die. nach 7, und v, TERROR die Gleichungen 











9. cın?l 
-r n,—r, | ?r,sinyv, |, Zr,sin’t(u,—v, 
l P* >. ER 2 RI 0 =. Bi er ange 
Kr,sinot+rasin(n—e))+4) ws 7 a a Sr "9 —u|- =V. 
| i . ara aa r,r,snw,—v))\) _ 
I (r,r,cosv, — rı7, 608 (%; — d,)) 4 Pe — z (=0 
20 > 


viebt. Diese Gleichungen lassen sich auch wie folgt schreiben, wenn man 
sogleich r und v statt r, und v, setzt: 














(1.) r sin Jo + HEN) 1 4 4(rsin ge- u = 5 )- 14: z — (). 
(2) 34 (Fr, cos Av) + .4( Tan. RR V, 
Zum Unendlichkleinen übergehend, verwandeln sich diese Gleichungen in 
(3.)  rov- ar — hö: A 0 und 


ös 
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welche man auch sogleich aus der zuerst für U aufgestellten Gleichung 


. P y“ t on ! 2 nn " 1 | ) n\ 
U = 4nou+rov -R0% +.» +r_0v,_ı) 
AR . > 202.2\ 1 A| m N .2 | N 244 2 N) Ba\. | E22 | 2 Ns 
r Ai] or, rc D, | yıor, rc u) Tr yior:- r,0VU;) — ++ Vlor,_+r,-100,_1)} 


durch Differentiiren nach 7, und v, erhalten würde, wenn man nach der Aus- 
führung dieser Differentiation m und v statt ”, und v, setzte und beim Diffe- 
rentiiren Or, 0%, so wie Or, 0v, in n—r., GH. nR—r, m —Dd 
auflösete. 

Zur Auflösung der Aufgabe dient schon eine der Gleichungen (3.) 
und (4.), aber es ist, wie schon bemerkt, für die Symmetrie der Rechnung 
besser. sie beide aufzustellen. Die Integration von (4.) giebt, wenn man 
durch a’ die Constante bezeichnet. 

, Ov 2 


6? r’-+2ir — d. 
(3.) 2ir 3, a 


i ov . a ’ 
Seizi man den Werth von 5, aus diesen Gleichungen in (3.). so erhält man 
die Gleichung 

rn ir a'or 


44 = N) . =— — ror, 
os Os r' 








deren Integral 
or?  : 


6) = Tr 





| 


2b’ die Gonstante der Integration ist. Setzt man den Werth von os aus 
dieser Gleichung in (5.), so findet sich 


De + 


(a’—r?’)or 
ry@b’r—a'— rt!) 
Das Integral dieser Gleichung läfst sich, wenn ce die neue Integrations- 
Constante ist. auf die Form 
(8) r—?2ry(4(a®--bP))cos(— ec) -+4(a-+5b) = 4b’ —u) 
bringen und zeigt, dafs der Faden die Form eines Kreises annehmen muls. 
dessen Radius y(4(b’- “rn ist. Man erhält ferner 


627 ar 
„3 Le - fü | m 
9) L=Jöoryl4 
2 Di han SEE ua u ange |. 
y(4(b’—.a)) are cos 7 a arc-008 Zr a) 
Setzt man in (8.) erst r—r, und dann r=r,, so ergeben sich zwei Glei- 
chungen, aus welchen, in Verbindung mit der letzten, die drei Constanten «, 


b, c bestimmt werden müssen, durch welche sich dann der Radius und die 
Coordinaten des Mittelpuncts des Kreises finden. 
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S. 8. 

Aufgabe. Durch die Puncte 3 und #3’, deren rechtwinklige Coordi- 
naten OA= x, AB=y, und O4—=.x,, AB’ —y, sind, ein Polygon von 
n Seiten BYDB’ so zu legen, dafs es bei einer Drehung um die Abseissen- 
axe OA die kleinste Oberfläche beschreibt. 

Auflösung. Bezeichnet man wieder die Coordinaten der Puncte 3... 
B,,... B,-, durch z,, 22, -.- 2.1 und Y,, Yas «+ Ya und die Seiten 
BB,,B,B,,...B, ,B' durch 4s,, As,, As,,... 4s,_,. so ist die Function. 
welche zu einem Minimum gemacht werden soll: 

U= akyotY)IsoH+ (YıtYy)4sı +(Yy: -TY:) 4s,- + +(YiıtY.)Isn-} 
— 2nryds+n3Ayds. 
Beim Übergang zum Unendlichkleinen verwandelt sich U in 


un 


(1) U= ?Rnfyös. 
Yo 
Man kann sich nun, wenn die Aufgabe mit endlichen Gröfsen gelöset wer- 
den soll, offenbar vorstellen, dafs entweder die Puncte A,. A... ... 4 
eine feste Lage haben und nur die zugehörigen Ordinaten zu bestimmen sind. 
oder umgekehrt, dafs diese gegeben sind und jene gesucht werden sollen. 
oder auch, dafs sowohl Abscissen als Ordinaten, den Bedingungen der Aufgabe 


gemäls, berechnet werden müssen. Demnach kann man also das Integral 
Yn 


[rös entweder nach x, differentiiren und die y als constant ansehen, oder 


nach y, und die x als constant betrachten, oder endlich nach x, und y, zu- 
gleich differentiiren, wodurch man dann zwei Differentialgleichungen erhält. 
Bei der gewöhnlichen Behandlungsweise der Probleme der Variationsrechnung 
kommt man häufig in Versuchung, ein Integral so behandeln zu wollen, als wäre 
Os constant, aber offenbar ist dies bei der Aufstellung der Differentialgleichungen 
für diese Sphären von Aufgaben nicht gestattet; denn wenn Os constant wäre, so 
hiefse das, im Falle endlicher Gröfsen, der Aufgabe die Bedingungsgleichungen 


Ya — 2) +(yı—Yo)) — bu, Y(ex — 2) + (Yı- Yı)) — I. 

3 —- 2) + -y) = bs... lm a) Ya Ya) = ni 
hinzufügen, wo 4,, 4, &, ... Z,_ı Constanten sind. Dadurch bekäme aber. 
nach dem was wir ($.4.) sahen, U die Gestalt 


Yn 


2) U Syöstfüös, 
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in welchem Ausdrucke natürlich abermals ös nicht als constant betrachtet wer- 
den dürfte, selbst wenn die Constanten / alle einander gleich wären. Sind 
dagegen die Differentialgleichungen erst aufgestellt. so kann bei ihrer Inte- 
sration auch Os als constant angesehen werden. 

Differentiirt man jetzt, zu der eigentlichen Aufgabe zurückkehrend. 
(1.) nach x, und y,. so erhält man 





n N a 
. Or, or « or 
(3.) Yız—- —Yı—— —=0 oder 0.y =(. 
"08, "08 os 
. OYV OY n n or 
( 1.) ( 3,7 Yız —Yı —_ — 0 oder 4 u Fe Te = 0. 
: OS, "08, os 


Jede dieser Gleichungen genügt, um sogleich zu sehen, dafs die Curve. welche 
bei ihrer Drehung um die Axe der x die kleinste Oberfläche erzeugt, eine 
$ettenlinie ist; denn das Integral der ersten der beiden Gleichungen giebt 


£ or . aoy 
(5.) m =4 also or = een 3 


von welcher Gleichung das Integral zu der Gleichung der Kettenlinie 


ey „ 

R y b - u -- 

6. zoll ee Lg ® 
( ) a 2\ u m 


führt. Setzt man hier für « und y ihre beiden Grenzwerthe x, und y, und 





X,» Y,„. so erhält man zwei Gleichungen zur Bestimmung der beiden Con- 
stanten a und db. 

Man sieht leicht, dafs auch in dem Falle, wenn die Linie BYB’ eine 
gegebene Länge hat, die gesuchte Curve eine Aeitenlinie ist, deren Gleichung 
sich aus (6.) ergiebt. wenn blofs y-+-4 statt y geschrieben wird. 


| 


$. 9. 

Aufgabe. Die Curve BB’ (Fig. 2). von der gegebenen Länge L, 
deren Endpuncte stets auf zwei Curven EB und E’B’ bleiben müssen, soll 
bei ihrer Drehung um AA’ eine Oberfläche bilden, welche mit den beiden 
Kreisflächen, deren Radien AB und A’B’ sind, einen möglichst grofsen oder 
auch möglichst kleinen Raum einschliefst. 

Auflösung. Sind die Gleichungen der beiden Grenzeurven wieder 
y(S,n)=0 und yXE,n7)=0, so wird, ganz ähnlich wie in ($.6.),. wenn 


man den Factor z von dem Integrale /y’öx wegläfst: 


r ".» n ee‘ 2 | rn 2 7 ! rıal ! 
U— Ir Or 4 fi or +oy)tup(s;n)tugp(5:n); 
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wenn man die Coordinaten der Puncte B und B’ durch &, n und &’, r’ be- 
zeichnet; wofür früher x,, y, und z,. y„ geschrieben war. 


Die Differentiale von U nach x, und y, geben 





i OX, or, ra a 
1) yY—-yıtı u —0(0 oder ö.y'pAö- —=0 und 
os E 


Von diesen ae 2 stets die eine aus der andern durch eine 
sehr einfache Operation, daher bedarf man zur Lösung der Aufgabe nur einer 
von beiden. Im gegenwärtigen Falle zieht man z. B. aus (1.): 





en nn - rn 0x 
2yoyoz-+ho0a P0+ Ds — 0. 
und da 
ox° en: oy” ER 1 
; 7 DU; SE 
also 
or u 
020: =. toyd- 2 — 0 


ist, so folgt aus dieser und der vorletzten Gleichung auf der Stelle (2.). Das 
Integral von (1.) ist 








« „oO > 
(3.) y' hT— nn dd, 
woraus 
0 a’—y?”)oy Zu a oy 
(4.) u Ef a — y*)*) und Br +4 v(A?— (y’—.a?)”) 


folgt. Die Linie 3YB’ mufs also die Gestalt einer elastischen Feder annehmen. 


Es sind nun noch die Coordinaten $, y und 5’, y’ der Endpuncte zu 
bestimmen. Differentiirt man U nach diesen Gröfsen, so erhält man die zu dieser 
Bestimmung erforderlichen vier Gleichungen; wobei man sich erinnern mufs. 
dafs 5, 7, 5, 7, an die Stelle von &,, Yu, X,. Y„ getreten sind. also OÖ. 


aus 2, — 5, Or, aus S—z,_,, Öy, aus yy—n und Öy,_, aus 7 —y,_. 
besteht. Es wird also 

Oy pn" Ä „OF 
(9.) 7 + (3 en zE : 0; 455) —ı 70 . m (2*) u ua I: 


u; T# PER 


Durch Elimination von A, u, «' folgt aus diesen Gleichungen, ähnlich wie 
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(6.) 






Endpuncte unterworfen 










f ie 


(20, Fı — - (1, 2. — 
ey .. (2. „In 


--f(21, I) + f(2, Ar) + 
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n” e“ n"” 
OX, N oY, cn Or, 4 OYn on' 
ut 3%, 7 02, 0P 


was ebenfalls eine geometrische Bedingung ausspricht, welcher die Lage der 


Die Constanten werden auf eine ähnliche Weise 


ist. 


bestimmt. wie in ($. 6.) angegeben wurde. 


g. 10. 


Wir wollen jetzt diese Art von Aufgaben aus einem etwas allgemei- 
neren Gesichtspuncte betrachten. 

Wäre die Function V, welche zu einem Maximum oder Minimum 
vemacht werden soll, von der Form 


Ti, 4 (2,03, — 2)+-- 


/ 


T.—2) +-f(z,_ı „IL, T oder 


n—1/ 


-f(2._. I...) +f(&,_, Si. u 


oder kürzer geschrieben: 


OLD) + 


wo also die n—1 Gröfsen &,, X, I, : »- 


Eh 


f(n—1) p) 


x,„_ı bestimmt werden müssen. 


so würde man, nach Dem was bisher über dieses Problem gesagt worden, die 


n —1 dazu erforderlichen Gleichungen finden, wenn man die Differentialquo- 


tienten dieses Summen- Ausdrucks, nach diesen Unbekannten genommen, ein- 


zeln gleich Null setzte. 


Man würde also erhalten: 




















of) , of) of) _ u oft) 5 fm) 
7 Fe Tree ee et, 
oft) , of) Of) __ HR)  , oa __ 
FE et 7 ee  Salipet — Batanire 
+1 (m 
und allgemein ku N a —f), 
mi Am 


Diese Gleichung repräsentirte also irgend eine dieser n—1 Gleichungen. 


nun 
Beim Ubergang 


of(m) 
Ol m 


of(m-1) 


Lat 


NUm-+1 








zum Unendlichkleinen. wo nicht von 


verschieden ist und wo 4x, sich in 0x, verwandelt, könnte man diese 


Gleichung auf eine vollkommen verständliche Weise ganz allgemein durch 


bezeichnen. 





of 


Bow 
% 
0.0Xx 


nn 


oOX 


== U 
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Wären aufser der Gruppe &,, 22. 5. ... x,_, noch andere Gruppen 
von Unbekannten zu bestimmen, erschiene also eiwa V unter der Form 
V= Zf(z, Or, y, 0y, z, 02), 
hätte man aufser (1.) offenbar noch zwei andere solcher Gleichungen : 


A RD a 0. Be; 0. 


u ’d N Ze d 
.0% 


oy 0.0y Or 
Die Integrale dieser drei Gleichungen würden dann das Problem lösen. 











Ich will jetzt annehmen, V wäre von der Form 
X Lu LKWs 2,— 27, + Tu) - f(& „ LI). 13 — 2X; . a, 
+fl22,0%—2,, 2, — 2a; - x;) E tfl£.-, LA — En En 28,17 Er) 
oder 

fi, It, Fax) + fl, Ic, Pr) (©, a I2;,)+-:- 
+ +[(2,_2, I2,, PE,_); 
was wieder kurz durch f(V)-+-f(1)-+ f(2)-  “ bezeichnet wer- 
den soll. 

Die Unbekannte x, kommt nur im ersten und zweiten Gliede, aber x, 
kommt in den drei ersten Gliedern vor, aus welchen V besteht. Da nun jede 
der folgenden Unbekannten #,, x,, .... bis zu z,_,, stets in drei Gliedern der 
Summe erscheint, so braucht man nur nach z, zu differentiiren, um sogleich 
die allgemeine Form der Differentialgleichung zu finden, deren Integral das 
Problem löset. Es findet sich 


m, HN _o. HIV & om) _ oa, _I 





_+ 





— () oder 


8.0, | 3.44) 9.4, | 9, 23.0, 5.r, 
of?) ar fm) 
Or, nr 9 4 FR u. 


Diese Gleichung verwandelt sich beim Übergang zum Unendlichkleinen in 





Een er OORee. PRRı A .. EN 


or 0.0x 0.0°% 
Ganz ähnliche Gleichungen würde man für y, 2, ... erhalten, wenn V von 
der Form 
V = Zf(z,02,0°r,y,0y,ö?y, 2,02, 0’, 


wäre. Man sieht ohne Mühe, wie diese Formeln weiter ENTER sind. 
Hätte V z.B. die Gestalt 


V = Zf(s, As, d4’c, 4’r), 


so würde .c, in zwei Gliedern der Summe vorkommen, x, in dreien, x, und 
Crelle’s Journal f. d.M. Bd. XLI. Heft 4. 42 
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alle folgenden, mit Ausnahme der drei letzten, in vier Gliedern. Man mülste 
daher nach .r, differentiiren, um die zur Integration erforderliche Differential- 
oleichung zu erhalten. Schreibt man die vier ersten Glieder der Summe 
wirklich hin und führt die Operation des Differentiirens aus, so erhält man 


ofß) of) , „ of) 5 of(0) 
f M. .. — P / — 0): 


——— — -_— m  —  . . 


Or, 2: > Ir, Dee: LE, ® ME 








welche Gleichung beim Ubergang zum Steligen 








: OX 0.0x | 0.0°%r 0.0°r7 


viebl. 

Was zu thun ist, wenn die Function f noch andere Unbekannte ent- 
hält und wie diese Formeln fortschreiten, wenn in ihr noch höhere Differen- 
iiale vorkommen, ist aus dem bisher Vorgetragenen völlig ersichtlich. 

Enthält die Function fs welche unter dem Integralzeichen vorkommt, 
aufser den Gröfsen x, y noch die Differentiale erster Ordnung 0x, Oy die- 
ser Gröfsen, so ist f in Bezug auf diese Differentiale stets eine homogene 
Function derselben ersten Grades, so dafs also, wenn man Öx und Öy kurz 
durch 2’ und y’ bezeichnet, dem bekannten Satze von den homogenen Func- 


tionen gemäls, stets 





Ey 
Fun 


ist. Differentiirt man diese Gleichung vollständig nach ©, y, x, y’, so er- 


ojebt sich 











If ) )f ' If } If 

YTy | ne y'- 7 x" - 2 y' — r0- = ! a" IT | ya. ı yr..L 

Or Gy’ ' Oi BE, 0X or! oy' k oy 
oder 








(3 wi ö.2L)z' 4 (ZE0. N), ur 


Or oy' 
Dieser Salz gilt offenbar für beliebig viele Unbekannte. 

Wäre z.B. f eine Function von &, y, 2, x, y', x und in Bezug auf 
die drei letzten Differentiale homogen vom ersten Grade, so erhielte man ganz 
auf dieselbe Weise die identische Gleichung 

H _5. Jap: L of is L) (HT MR EL)’ Be 

dr EI Au u Sr: 77 PRAG? öz' | 


Die Gleichungen 








n 
© 


[3 
— Ü®  — 


OxX Br; 
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ziehen daher die dritte Gleichung 
= BR De A 


) > 5 / . 
O . CO 





von selbst nach sich, so dafs. wenn z. B. / auch drei Gruppen von ver- 
änderlichen, oder in unserem Sinne. unbekannten Gröfsen enthält, doch nur die 
Differentialgleichungen für zwei derselben aufgestellt zu werden brauchen und 
die dritte von selbst aus diesen beiden fliefst. 

Diese Bemerkung ist für das Folgende nicht ohne Wichtigkeit. 

S. 11. 

bei der Lösung der folgenden Aufgaben werden wir uns nun stets 
dieser allgemeinen Formeln bedienen. Da für den Fall endlicher Gröfsen 
Aufgaben dieser Art fast nie gelöset werden können und der Ausdruck für 
U gewöhnlich eine wesentliche Vereinfachung erfährt. wenn man in ihm nur 
unendlich kleine Differenzen einführt, so werden wir künftig immer sogleich 
die Differentiale statt der Differenzen seizen. 

Aufyabe. Zwischen den festen Puncten A und 4’ (Fig. 4) eine Curve 
zu zeichnen, deren Krümmungshalbmesser AB und A’B’ mit ihr und ihrer 
Evolute BUB’ den /leinsten Flächenraum einschliefst. 

Auflösung. Dieser Flächenraum wird. wenn g der Krümmungs- 


halbmesser und ©s das Bogen-Element ist. durch das Integral ıfeös ausge- 


Te .. os’ . 
drückt. Nimmt man für o den Ausdruck EURER und bezeichnet den 
DRO VDE N 





Nenner dieses Bruches durch 2, so wird, wenn man den Factor 4 weglälst. 


U — ji 


Wenn Ü, wie in diesem Falle, weder « noch y, sondern nur ihre Diffe- 
rentiale enthält. so fällt in der Formel (3. $. 10.) das erste Glied weg und 
der Rest führt unmittelbar zu dem Integrale 


ER Re SIE TOT. GER 


[a [a af Ü ” « n2 ann d. 
C.0X 0.04 





Im gegenwärtigen Falle, wo wir « und y als veränderlich ansehen wollen. 
erhalten wir noch eine zweite solche Gleichung. in welcher y an die Stelle von 
tritt. Werden diese Gleichungen für unsere Aufgabe benutzt, so ergiebt sich 








. 40s’or Os!0’Y . 0s’09y 40s’o.r BOY nn. 08 
(2.) E Ber 2 — — Ar 1 ee: UREESSSFERHEGE En = ke 
Y) u) i . u nv — 
’ 40s°0) os'O?a n 08'0% 4os’oy 208s’0’2 |, „n,a 98 
(3.) en A et SE" 1.20 








m > » 
nv N w » — 


42 * 
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Nachdem diese Gleichungen entwickelt worden sind, darf man Ös con- 
stant annehmen, so dafs also oxö’z--öyö’y—0 ist und sich hierdurch 2 








in BEE os’O’r ' 
oder oroy— oyo’x in v: u Bee - verwandelt und die Gleichun- 
sen (2.) und (3.) in 
Be an, 
(4) 2 2———-ost0y0:-— = a und 
2 20s’0y EEE 
(9.) —+ 0080: — bh 


| 2 


n 
EN 


übergehen. Aus diesen beiden Gleichungen ergiebt sich sogleich 
(6.) 208° = bö’r— ao’y, 
wovon die beiden Integrale 
2 Ton box  uaöoy 
(7.) 2s-+20 = ar a, 
(8) s+2as+P = br — uy 
zur Gleichung der Cykloide führen. Zur Bestimmung der vier Constanten 
müssen, aufser den Coordinaten der beiden festen Puncte A und 4’, noch 
die Tangenten in diesen Puncten oder die Länge der Krümmungshalbmesser 
oder zwei andere Bestimmungsstücke der Curve gegeben sein. Man wird 
übrigens nicht ohne Nutzen diese Behandlungsweise der Aufgabe mit den ziem- 
lich umständlichen Rechnungen in dem Kulerschen Werke über die isoperi- 
metrischen Probleme, oder bei anderen Schriftstellern über denselben Gegen- 
stand. vergleichen. 





$. 12. 
Wenn die Curve gefunden werden soll, welche durch ihre Umdrehung 
um die Axe der .r eine Oberfläche erzeugt, die bee der Bewegung in einer 





HKlüssigkeit den kleinsten Widerstand erfährt, so mufs das Integral Ar 


zu einem Minimum gemacht werden. Da in diesem Ausdrucke nur dr vor- 
kommt. so erhält man nach (1.) in ($.10.) sogleich das Integral 


of — AM 
0.0X u 
also hier 
‚oO 30x 
yo) — 4, 





CRaE 


"CE ;, 
oder, für np, 
oT 
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Een : oy 
Es ist aber or =F oder 
) 


'o 4,0 
2) = Er um a(logp - wa +b. 
Das Resultat der Elimination von p aus diesen beiden Gleichungen würde die 
Gleichung der gesuchten Curve sein. Sollte der Inhalt des erzeugten Körpers 
oder seine Oberfläche eine gegebene Gröfse haben, so müfste man auf be- 


kannte Weise die Ausdrücke 


oy’ vau®!ı. 
f 4 +afyo x oder f# J +afyös 
PE Be 3 » 


$. 13. 
Aufyabe. Von der Curve KB aus (Fig. 2) soll ein Punct, durch die 





behandeln. 


Schwere gelrieben, so schnell als möglich auf dem Wege BB’, dessen Länge 
I, ist, nach der Curve BB’ gelangen: es ist die Bahn BB’ und die Lage 
der Puncte 3 und DB’ auf den beiden Curven zu bestimmen. 


Auflösung. Wirkt die Schwere im Sinne der y nach unten. mil 
der Intensität y, und übt der bewegte Punct auf seine Bahn den Druck p aus. 
so sind bekanntlich die Bewegungsgleichungen 


GE a A Or 
1) z77r5 mn, I 





ueei, Os ’ 
Ist » die Geschwindigkeit des Puncts zur Zeit /, also — =, so erhält 


man als Integral dieser beiden Gleichungen: 
(2) v" = ce—2gy. 

Die Gleichungen der beiden Grenzeurven mögen y(S, 7) == 0 und 
y'(&,n')=0 sein und der Punct bewege sich schon, ehe er auf die Bahn AB’ 
gelangt, mit einer Geschwindigkeit go, die eine Function der Coordinaten seiner 
Lage ist, so ist, wenn & und n die Coordinaten von B sind, nach (1.) 


») 


= c—2gn, 
also 
BG) vv e+2yn—y) 
Es sei o eine Function der Coordinaten 5 und »; des Punets in der 


Curve BE, in welchem sich der bewegte Punct befindet, so dafs also etwa 
0? — 2gf(5,n) oder, wenn man f(£,n) durch 4 bezeichnet, g0 — 2gA ist. 
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Dadurch verwandelt sich (3.) in 
vo —= 2y(h4+n—y) 
oder. wenn man A+-1y—y==u selzt, in 


v ann 24 u; 








O8 ‘os | ‘os ER 
da ve = —, 80 ist —/ —— - Da nun die Zeit. in welcher 
ot ’iV yv(2y)/ Vu 


der Punet von B nach B’ kommt. ein Menzmum werden soll. so ist. wenn 


i I 7 ö ' 
man den Faclor 77% in A mit begriffen sich vorstellt. 
yv\i-4W) 


U ad I R ‚fös- um I ic r 
u FE RE TIER 


Hieraus erhält man nach (1. $.10.), da .z in % nicht vorkommt: 





Or 5,08 
e — -+- —o — M. 
(4.) osyu |‘ ©s 


Durch Differentiiren nach y ergiebt sich aus derselben Formel: 


i os a: 
5) el) 





Von diesen Gleichungen ist (4.) zur Bestimmung der Bahn hinreichend. 
Man erhält aus dieser Gleichung (4.), da v—=h-n—y, also 0u = — Oy ist, 


yuıouı 


6. x —= af — n 3 . 
( ) ö vi+Byu+li”’—a?)) 


ein Ausdruck. der sich endlich integriren läfst. 





Für A=0 ergiebt sich offenbar die Gleichung einer Uykloide. Be- 
kanntlich ist die Cykloide wegen dieser Eigenschaft Brachistochrone ge- 


nannt worden. 


' 
l 


Wären die Puncte 3 und B’ durch die Coordinaten S, 7 und $, 
segeben und man bezeichnete das Integral in (6.) durch #(y). so dafs, wenn 
» die Constanle der Integration ist, diese Gleichung durch x = F'(y)--b dar- 
oestellt werden könnte. so hätte man die beiden Gleichungen 


@) S=Fy)-+b ud !=Ft(y')+b, asıo !—-5=fFy')— Fi(y.. 





Aus dieser letzten Gleichung und aus 


| IE 1 | (+Ayu)ou 
= 4 DB: zu I\A+- ——) = ; =; 
(8.) I fi $ fi x} | -. Bean 7 rum 


müssen die CGonstanien « und 4 bestimmt werden. 
Sind aber die Puncte B und B’ auf den beiden Curven EB und E’b’ 





beweglich. so müssen S, n7 und S’, »' erst gefunden werden. Die dazu 


’ 
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erforderliche Gleichung erhält man, nach Dem was bisher entwickelt worden 
ist, wenn man die Differentialquotienten von Ü nach diesen vier Gröfsen gleich 


Ri 
Null setzt. Dabei ist zu bedenken, dafs, wenn man das Integral fö s(7, | 1) 


in seine Theile 


öl +4) 2. öl +3)4 Ö (+ +2) +». bee 


zerlegt, die Gröfse & = nur in dem Elemente 68, = y((z, — S)’—+(y,— n)‘). aber 
in allen den Kietenaben Un. Urs Up, - . . %U,_, vorkommt; denn Be (Grölsen ent- 
halten noch 5, daw—=h-+-n— y und 4 eine Function von S und », ist. Eben so 
verhält es sich mit der Gröfse . Aber Z’ kommt nur in dem Elemente 


08,_1 = VE — 2,1) + (7 —Y._ı)) vor, und eben so verhält es sich mit »/, 
welches aufserdem nur noch in dem Elemente #,_, = Ah+n-— nr erschein! 


Mit Rücksicht hierauf erhält man 


ef a! 


Nach (5.) ist aber, mit Rücksicht auf (4.), 


"os 1, ,.\0y oy 
1 /— = (>- A) cc = arte. 


ji 
u? yu | os | or | 





Wenn man also das Integral zwischen den Grenzen B und B’ nimmt. was 
Br 
durch 3 angedeutet werden soll, so erhält man 
| md _ dy 
ı Ri . 
Var az r) a) 


also verwandelt sich die obige Gleichung in 
Op __ | oY 4 . 
(9.) ME = 4- 2) — (7 


OX 


Durch Differentiiren nach 7 erhält man Ra aus U: 


E-EEe 





oder 


a0 ee) 


054 SE 7 0n= —0 und 
und Aa 


z ou 


„ On = öu ist. so erhält man aus (9.) 


Dt 


(11.) 84 On(% 2) +09 (2) - (&)\ Er. 
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Dureli Differentiiren nach S’ und »' ergiebt sich aus U, auf eine jetzt völlig 





versländliche Weise. 

















7. ) op’ | rn I og’ | 
(12 ) u Ber i ir re +.)& > — 0 odeı % de ra —u ı 7 
Q N / a ' N) 
(18) Es + X Ha)(Z -— =0 oder 3 2; ae a(Z — (0: 
on V , Os or on! | or 


indem nämlich — .„ als unendlich klein gegen die übrigen Glieder, vernachlässig! 
u? 


werden kann. Eben so wie man (11.) aus (9. und 10.) erhalten hat. findet 
sich aus (12. und 13.): 


a a 
« = l « ! OYy ee, 


Ist nun zunächst 4 constant, und enthält nicht 5 und », so ist Das. was 


(11.) cu genannt worden ist, nichts anderes als on; daher verwandelt 
sich in diesem Falle (11.) 


- No 1 « oy\’ 
D. E-+- 07 (22) 
(15.) os ron 2 


was in Verbindung mit (14.) zu der Gleichung 
’ o& er 

(16.) Zum Zum Mg 

on on 

führt. Also sind die Tangenten 3 und B’ an die Curven BE und BE 
einander parallel. und die Bahn. welche der fallende Punct durchläuft. steht. 


vermöge (14.), in DB’ auf der Curve B’E’ senkrecht. 


Aus (4.) 
er) a: ARE 
Os v) 1 | - 
Zr 


Hat der fallende Punet bei seinem Auseanse von B keine Geschwindiekeit. 
Le) 


! 








so ist A =0, also (2: -) = = 0; das heifst, das erste Element der Bahn is! 
von B nach A gerichtet oder senkrecht. 
Ist aber 4 nicht constant, sondern ist der Punct von einer gewissen 
constanten Höhe x aus bis zum Puncte 3 gefallen, so wird 
"=Yyaon) 


also it = 27 —n und v=27—7+-n—y=z—y und öu=0: daher ver- 


wandelt sich in diesem Falle (11.) 


(17.) ö8+ ön(&) — (0: 
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« 


was in Verbindung mit (14.) lehrt, dafs die Bahn BB’ auf beiden Grenz- 
curven senkrecht steht. 

Diese Rechnungen würden nicht viel schwieriger werden, wenn man 
annähme, dafs der Punct bereits in der Curve BE herabgefallen und dann 
auf BE übergegangen wäre, wobei der Verlust an Geschwindigkeit bei diesem 
Übergange mit in Rechnung gebracht werden mülste. 

Es ist noch besonders hervorzuheben, dafs bei der gewöhnlichen Be- 
handlungsweise der Probleme der Variationsrechnung die Gleichung (5.) nicht 
entwickelt wird und diese Gleichung zur Bestimmung der Bahn des fallenden 
Punctes nicht immer erforderlich ist, sich aufserdem auch aus (4.) ableiten 
läfst; aber bei der Bestimmung der Grenzpuncte sind beide Gleichungen fast 
immer nöthig; wie es auch die folgende Aufgabe zeigen wird. 


. 
$. 14. 

Aufgabe. Die Brachistochrone tın widerstehenden Mittel zu finden. 

Diese Aufgabe gehört bekanntlich zu den schwierigsten der Varialions- 
rechnung, und ihre Behandlung nach der Methode dieser Rechnung erfordert 
eine so bedeutende Kraft der Abstraction und eine so klare Einsicht in das 
Wesen der Functionen. dals selbst Lagrange bei der ersten Behandlung des 
Problems in einen Fehler verfiel und nur wenige Mathematiker die Nothwen- 
digkeit der eingeschlagenen Operationen durchschauen mögen, um sie mit Sicher- 
heit in ähnlichen Fällen zu benutzen. Wer den Werth der hier verfolgten 
Methode zur Lösung der Probleme der Variationsrechnung richtig würdigen 
will. braucht sich nur in das Labyrinth der Lagrange’schen Speculationen zu 
vertiefen und dann die einfachen Wege damit zu vergleichen, die zu dem- 
selben Ziele führen. 

Unter denselben Bedingungen wie in ($. 13.) soll wieder der Körper 
von B (Fig.2) so schnell als möglich nach B’ gelangen; aber wir wollen 
uns jelzt vorstellen, er nehme während seines Laufes verschiedene gegebene 


Geschwindigkeiten ®,. %, %, ... vo, an. welche in den Puncten B,. B.. 
B,.... B', deren Lage erst gefunden werden muls, Statt finden sollen. Wenn 


der Punct im leeren Raume fällt, so hangen bekanntlich die Geschwindigkeiten. 

die er in den verschiedenen Orten seiner Bahn annimmt, nur von der Entfernung 

dieser Puncte von der horizontalen Linie ab, in welcher seine Geschwindig- 

keit Null war, oder sein würde, wenn er zu ihr gelangte. Schreibt man daher 

einem so bewegten Puncte die Geschwindigkeiten in den einzelnen Orten seiner 
Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XLI. Heft 4. 45 
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Bahn vor. so ist dadurch diese Bahn schon selbst bestimmt.‘ Soll z.B. die 
(reschwindigkeit in demselben Verhältnifs wie die Länge des durchlaufenen } 
Weges wachsen, so mufs sich der Punct in einer Cyklosde bewegen. Anders 
verhält es sich. wenn die Bewegung des Puncts durch neu hinzutretende Ele- 
mente. wie z. B. durch den Möiderstand eines Mediums, verändert wird. 
Diesen letztern Fall wollen wir untersuchen, und z. B. annehmen, der Wider- 
stand sei irgend eine Function der Geschwindigkeit des fallenden Puncts. 

Da die Geschwindigkeilen ®,, ©, ... v, gegeben sind, und der Punct 
diese Geschwindigkeiten zu den Zeiten 4, %, %,... /, annimmt, so hat man. 
wenn die Zeit vom Anfang der Bewegung von B aus gezählt wird, die 


Gleichungen 


























os : Os O8. 
dehnt, Hab, Hehe, 
v, ®, v, 
os 
La In—1 
ol, 1 Z— t, L, er b) 
Un 
woraus 
aR os Os os "os 
; In ar J09 } On] az % 
( 1. ) ! .” ar a; 2» ') 4 Fr u. 7° 


1 2 
folgt. Setzt man lieber v; = 2gu,, U = 2yu;, .... U, = 2qu,, WO U, Un... U, 
die zu den entsprechenden Geschwindigkeiten gehörigen Fallhöhen bedeuten. 
so mufs das Integral (1.) ein önimum werden. 


Die Bewegungsgleichungen sind nun, wenn » den Druck auf die Bahn 


und gıw den Widerstand des Mediums bedeuten, wo ww irgend eine Function 
der Geschwindigkeit ist: 








) n n2 N n 
OX OY OX OY OX OYy 
et Ar we 7 Ge ee. 15. ve 
ot "os J os ot” / os “08 


Kliminirt man aus diesen Gleichungen den Druck p», so erhält man 





a ae ee 
» = Joy ywos, 
_ ‚of . & “ 
J 08 \® ) 5 
oder. wenn man 35) = v’=<gqgu Selizt, 
\O j 
(2) ou+oy+twös = 0. 


Diese Gleichung repräsentirt die » Gleichungen 


u, a U, E Yı ara N 1 m; Ös, —— 0, ou, + Oyı U, OS, I 0. 
ow+oyn+w0s, —=Q, ... 0u_1+ 0y._Yt W085 = 0. 


wo ı, die Fallhöhe bedeutet, welche der im Ausgangspuncie 3 Statt findenden 
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Geschwindigkeit entspricht, und die Widerstände ı,, ww». w;, ... ww, Func- 

tionen der ihnen entsprechenden Fallhöhen «,. ®,, w,., ... ®%, sind. 
Multiplieirt man diese n Gleichungen mit den rn Constanten A,. Ay. Aus... 

k,_, und stellt die Summe dieser Producte kurz durch [köu- Oöy-wös 


vor. so erhält man für @ den Ausdruck 


U — SE 1 faöut day wös)  upt ug 
= OUT 07 WOS, -UuUpy-+ up. 


In diesem Ausdrucke sind also nun die Gröfsen « und w als gänzlich 





unabhängig von © und y zu betrachten. Man erhält daher durch Differentiiren 
nach x und nach y, unter Benutzung der Formel (1.) in ($. 10.). da hier 
nur die Differentiale von x und y vorkommen, sofort: 








1 \ 0x 
3. (Aue - ——- )=— —=M 
un Yu s ’ 
DEE 7,” 
4) (4) A — b. 
(#.) ' Yu/ös 
Kliminirt man 4 aus diesen beiden Gleichungen, so findet sich mit Hülfe von (2.): 
ou 
2 — al- a und 
I Veedwt — ) — ai — «*)) 
(( + yu 
(9.) ( ): 
wi BW CE n 
, r yu om 








, (1) y((bw+ ) a? (i-— *)) e. 

Da nun w als Function von % gegeben ist, so erhält man aus diesen beiden 
Gleichungen die Coordinaten der gesuchten Curve, wenn man dem u alle mög- 
lichen Werthe beilegt. 


! 


Um $, n, 5, n zu finden, mufs U noch nach diesen Werihen dif- 


ferentiirt werden. Nach (1.) kommen die Coordinaten in dem Nenner des 
u 
o$ . ” 7 - 
Integrals [7 gar nicht vor: nur das erste und letzte Element des Zöhlers 
e l k 


os, und Os,_, enthält sie. Eben so wenig finden sie sich in w. Nur im ersten 


und letzten Theile des Integrals / A(öu+-öy+ wos) In Alu —wty—n4Ww,Os, 


\ 


und in A,_,,— u, +7] —Yy,_,+w,_,0s,_,) erscheinen sie wieder, nämlich 


in %,. n, Os, und in 7’, Os,_,. Man erhält daher 











» op or or „ ou op ı, Om 
6. U — — — 410, — yo —0 oder u— —= 4+4,— 
DI) MEET ud, ze, Aue Eee 
und 
| op ov Oy ou Ä op a Wo 
T. U— — _- — ya, = — u— — =0 oder u— = bu. 
m Mm Yu ös, ie O8, on ’ f ON IV an 


43 * 
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OF. on, 


Op. 


























Da —0:+=—0n=0 und —0E+ —0n = Ou, ist 01 ' S 
3013, EST 7 „ Ist, so ergiebt sich aus 
diesen beiden Gleichungen: 
(8.) aos- bon-+4,0u, —() 
Ferner ergiebt sich 
a oq!' } I I OLn—ı o ’ f 
(9.) u - u a £ & nl r = 0 oder u < u ( 
Os V Un OSn—1 OSn—1 o&' 
und 
- op! OYn—ı ww a ' og 
10. U —— + — + A, —— +4) =0U) oder wW— Ib — ( 
( ) an! YunOn— | Be. 7 1 On! t ). 


woraus sich eben wie (8.) 
(11.) ac! -+bon = 0 
lindet. 
Hat nun der fallende Punct auf der Curve BE keine Anfangsgeschwin- 
digkeit, so ist 4,0; daher führen in diesem Falle die beiden Gleichungen 
(8.) und (11.) zu der Gleichung 


(12.) 


Hat dagegen der Punct, wenn er von der Curve BE ausgeht, dieselbe Ge- 


on Mm 


öE ö8 


schwindigkeit, die er erhalten haben würde, wenn er von einer beliebigen con- 
stanten Höhe 4 bis zu dem Puncte 3 gefallen wäre. so ist „= h—n, also 
ou, —= — ©n, und (8.) verwandelt sich dadurch in 

aos-- b—4,)0n = 





Nach (3.) und (4.) ist aber db — 4, —= (>) ; daher wird in diesem Falle: 


c 


(13) +) = 0. 


102 
\ör 


Die Gleichungen (12. und 13.) sind aber ganz dieselben wie (16. und 17.) 





in ($. 13.). daher gelten auch für die Brachtstochrone im widerstehen- 
den Mittel dieselben Grenzbedingungen. wie für die Brachistochrone in 
der Leere. 

Wer sich die Mühe geben will, bei Lagrange, in dessen „Vorlesungen 
über die Functionen-Rechnung” oder bei irgend einem andern Schriftsteller 
über denselben Gegenstand, die Behandlung dieser Aufgabe nachzulesen. wird 
es eerechtfertigt finden, wenn ich schon hier bemerke, dafs sich durch das 
segenwärlige Verfahren der gröfste Theil der umfassenden Gedanken, welche 
FLagrange in seine Formeln gebracht hat, durch eine sehr kleine Zahl vanz 


einfacher Vorstellungen ersetzen läfst. 
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$. 15. 

Es läfst sich auf eine ähnliche Weise die Aufgabe lösen: zu sagen. 
welche Bahn der Punct unter denselben Bedingungen wie in ($. 14.) zu durch- 
laufen hat, wenn er von der Curve BE in einer gegebenen Zeit auf dem 
möglichst kürzesten oder längsten Wege nach der Curve B’E’ selangen 
soll. Hätte man in ($. 14.) noch die Bedingung hinzugefügt, dafs der Canal. 
in welchem der Punct sich bewegt, eine bestimmte Länge haben soll, so wäre 


zu U noch das Integral vfös hinzugekommen und man hätte den Ausdruck 


U - /7 fir OU--Oy+wös)- vfös- up -- up 
| L9)0s-- fılou--oY)- Lu 
— /(im + 2, v)ös  facöu | OY) up ug 


zu behandeln gehabt, der für die Entwicklung der nöthigen Gleichungen eben- 
falls keine gröfsere Schwierigkeit hat, als die Aufgaben in ($. 14.). 


Aber ganz dieselbe Rechnung würde zu gleicher Zeit die oben ge- 


oder 


stellte Aufgabe lösen; denn ihren | gemäfs erschiene in Ü der 


Theil fü Ss - 7 „ statt dafs hier + vfi s vorkommt; was sich offen- 


bar blofs durch die für die Constanten gewählten Buchstaben von einander 
unterscheidet. Es ist nicht unwichtig, diesen Dualösmus bei den Aufgaben 
über Maxima und Minima im Auge zu behalten, weil man dadurch öfters zu der 
allgemeinsten Auffassung des Problems geführt wird. 


$. 16 

Aufgabe. Unter denselben Bedingungen wie in ($. 14.) soll die 
Gestalt des Canals (Fig. 2) BB’ von gegebener Länge L so bestimmt werden. 
dafs der bewegte Punct in der bestimmten Zeit 7’ mit der möglichst gröfsten 
oder kleinsten Eindgeschwindigkeit in B’ anlangt. 

Obgleich hier die verschiedenen Fallhöhen «,. %,. %. ... sämmtllich 
als unbekannt angenommen werden müssen, so lassen sich doch, nach der 
Schlufsbemerkung ($. 10.) die beiden allein erforderlichen Differentialgleichun- 
sen finden, wenn man den Ausdruck für U in ($.15.), der für die vorlie- 
sende Aufgabe ebenfalls ganz unverändert benutzt werden mufs, nur nach 
und y differentiirt. Die Gleichungen, welche so entstehen, sind denen in ($. 14.) 
ganz ähnlich und die weitere Rechnung, welche hier übergangen werden kann, 
unterscheidet sich nur durch die Bestimmung der Constanten. 
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6 12 

Aufgabe. Auf einer Akrummen Fläche, deren Gleichung u —= 0 
zwischen rechtwinkligen Coordinaten 5, 7, © gegeben ist, sind zwei Puncte P 
und P’ durch die Coordinaten ,, Yo, %, und &,, Y„n, 2, bestimmt, zwischen 
welchen ein Faden von der Länge L so ausgespannt werden soll, dafs 
das S/uck dieser Fläche, welches von dem Faden, der Ebene der &{ und 
zwei durch #? und 2’ mit der Ebene der n{ parallelen Ebenen begrenzt wird, 
möglichst yrofs oder klein sei. 

Auflösung. Der Cosinus des Winkels, welchen - Normale der 


1. . “ i- . i . . 07 
krummen FE im Puncte S, 7, © mit der Axe £ bildet, ist 3% -: R, wenn man 


| Er) (5) a 4 :)) durch A bezeichnet. Der Inhalt des Flächen-Elements. 


ae / \ 
o/ ( 


#‘ 


dessen Bean auf die Ebene der Sn durch O50n dargestellt wird, ist da- 


o&onk i Bi: . x o . 
her u rue Der Bruch — ist eine Function von S, 7, ©, oder nur von Ss und 7, 
ou OU 


oO Ä Os 








Function oe wir Pi f(S, n) bezeichnen, so dafs abe das Flächen-Element 
Ösönfls n) 

ist. Theilt man nun den Faden in r Theile und bezeichnet die Coordinaten der 

Theilpuncte durch 2, Yı2, Zeya 2a. 23 Y323, .-. 2,_1Yn-ı3%,_1, So können die 

Abseissen Yı» Yas Yas «+. Y,_ı als gegebene Gröfsen betrachtet werden, und 


nur die a—1 Abseissen &,. 2a. Is ».. 2,_). von denen die Ordinaten 2,. 
2, De 22. 2,7, Vermöge der Gleichung @«==0,. Functionen sind, erschei- 
nen als die zu suchenden unbekannten Gröfsen. Der Inhalt des oben be- 
zeichneten Flächenstücks ist also 


‚Yo . Be, 
I, Fe zul L, N, on 7 \ Ks a fl IL; n n)on ” I; u fl Kor 7) on u: wi 
o . = 
ıYn 


0 
ı 
(2, — 1) Fix, N) 0n;5 
was ich kurz durch 0 


sn ) 


.. 
ff re 


Owl n)on 


x 


bezeichnen will. Aukserdon hat man nun noch die aan 
Ylac — 20) + (yı (2, + la — a + ya —Yı'+(%— 2ı)) 
ee 4 ar 
Hill + nt = L, 











3% 
3 
2) 
x 
e 
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oder kurz 
vor +oy’ +07) = L. 
Man erhält daher für U den Ausdruck 


'n ,) » 
0 för f(z,n)0n-- afyeör’töy' +- 02°), 


Kon 0 
der nur nach «x, differenliirt zu werden braucht, um sogleich die zur Lösung 
des Problems erforderliche Differentialgleichung zu geben. Man erhält auf diese 
Weise, wenn man das Bogen-Klement Os nemnt: 


Vo Yı R a 

nn u e> n ' « f of(x, , N) e 
JA (Lu, N,0n u (Wis n)on F O4 y u dr. on 
‚ 0 0 




















| } 12 En I, =. BON un u ei EI 2 2 Sy ht m 0. 
os ' os, or, os, os, 08%,) 
u; oflz,,;,n) . ' h A ' 
Es ist aber . —ör, nicht von f(@,,n)—f(x,, n) verschieden: daher 
OL r j k 


« 


Y 
sind die drei ersten Integrale dieser Gleichung nichts anderes als /r Lu n)Or 


0 


/f Lu nN)On—= —fiX,,y)Oy, und sie führt daher, wenn man die Zeiger 


0 
wegläfst, zu der allgemeinen Differentialgleichung der gesuchten Curve: 








in BE, 02. 08 
| Ö A — 1 — 0:— —=V$. 
fs; y) y 1° os ' 0X os) 
0% ad ou ou ou 2 ou 
Es ist der — —= — —:— und f(z.n) = -1(@ =>) - (2; ;E (= ee 
dr "0% f( >» 7) 
ou R 
— R: u: daher verwandelt sich die letzte Gleichung in 
j " ‚ou. 0% Our O8 
1. BKöyr = 1-0: — —0-., )- 
So I Ge 06 03, 





Bezeichnet man die Differentialquotienien, nach s genommen. durch 


OxX h ) 
Accente, also ER durch «’, etc., so erhält man aus den Gleichungen 
he) . 


e— Oı md zU ty” 27 —l: 
ou ,, Au, , ou, 
—r2+—y+-2 =0 und „u tyy"+s'" — 0 
Ne: | 82” a 


Aus diesen beiden Gleichungen folgt durch bekannte Operationen 














ou y Ou ou „ou ui ou g" ou 1 
2) 023° ee Su 02 Be 8 OX° 
’ r y y. 
ou ae. . WE he R 
— —(v'z"' — z’y -— (se — x Ye ne ET) m 
3, y.i3 3, a Sec n 














b: 
N; 
® 
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Die Gleichungen der Schmiegungs-Ebene und Berührungs- Ebene im Puncte 
evz sind aber, wenn $, 7, © die laufenden Coordinaten bedeuten: 


> OR | ‚on es ou 
(S— “ins a-Y)2, 76-2) — (0 und 
u \ Io" b a’, " b, 7 u Y) &'r" ei 2") 4 (C— z) (a’y” ai y’z") mung 0. 


Der Cosinus des Winkels, den beide Ebenen mit einander bilden. ist daher 


nn 





ou ‚ou EM 
Fr 1 z’ ") 27 (2. r!' etz’) F —;} ge) 
cosHd —= —— 
ou you Ö «u m? ‚m? 2, 
+ \ör +65 vie +; Y +2 S 


Der BR. o des Fadens im Puncte zyz ist aber 
l 
y( "+ y"?” +2”) 9 





daher ist nach (2.) 
BB) 0 = iu. 

Es mögen nun in (Fig.5) AB und BC zwei Elemente einer auf eineı 
Oberfläche gezeichneten Curve vorstellen, die beide in der Ebene des Papiers 
liegen. für welche also dieses die Schmiegungs-Ebene der Curve im Puncte B 
bedeutet. Stellt man sich die Oberfläche als ein Polyöder vor, über dessen 
sehr kleine Seitenllächen die Curve hingeht, und verlängert die Flächen-Ele- 
mente. also die Berührungs-Ebenen, auf denen die Elemente der Curve liegen. 
so entsteht durch ihren gegenseitigen Durchschnitt eine abwickelbare Ober- 
läche. In der Figur stelle BE die Durchschnittskante zwei solcher in B 





zusammenstofsender Flächen-Elemente vor, so dafs also BE nicht in der Ebene 
des Papiers liegl. Das Flächen-Element ABE schneidet die Schmiegungs- 
Ebene. oder das Papier in AB, also auch in BD, der Verlängerung von AB. 
Stellt man sich nun das Flächen-Element CBE um BE gedreht vor, bis es 

die Ebene EBD oder ABE fällt, so kommt das Curven-Element BC in 
die Lage BF. Nennt man 9 den Winkel welchen die Schmiegungs - Ebene 
mit der Berührungs-Ebene bildet. so ist in dem sphärischen Dreieck CDE, 
dessen Kugelmilltelpunet 3 ist, der Winkel = 9 und, da ÜDF als ein bei 
F' rechtwinkliges geradliniges Dreieck betrachtet werden kann, so ist 


Ist o der Krümmungshalbmesser der auf der Oberfläche gezeichneten Curve 


im Puncte 3, und r der Krümmungshalbmesser der abgewickelten Curve in 
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demselben Puncte. so ist bekanntlich 
o.DCE —= BC und r.DF = BF — BC, 


daher 
o — rcosb. 


Diesen bekannten Satz, dessen Beweis hier nur der Vollständigkeit 
wegen angedeutet worden ist, hat Mending in einem der früheren Bände dieses 
Journals auf ähnliche Art bewiesen. Vergleicht man nun (4.) mit (3.). so 
ergiebt sich, dafs der Faden dann ein gröfstes oder kleinstes Stück der Ober- 
fläche begrenzt, wenn er, auf die stetige Folge der Berührungsflächen abge- 
wickelt, die Gestalt eines Areeses annimmt: denn der Krümmungshalbmesser r 
der abgewickelten ebenen Curve nimmt in diesem Falle den constanten Werth -4 
an. Delaunay hat diesen Satz im Sten Bande des Ziouvzlleschen Journals 
auf eine weniger anschauliche Weise ausgesprochen und ihn durch ziemlich 
verwickelte Rechnungen bewiesen. Auch schon früher ist der Satz in diesem 
Journale von einem andern Mathematiker bewiesen worden; die von mir ge- 
führte Rechnung unterscheidet sich von der dortigen hauptsächlich nur durch 
sröfsere Symmetrie. 


$. 18. 


Aufyabe. Unter denselben Bedingungen, wie in der vorigen Aufgabe. 
soll jetzt der Faden eine solche Gestalt annehmen, dafs der Körperraum, 
welcher zwischen dem oben beschriebenen Flächenstück und seiner senkrechten 
Projection auf die Ebene der 5 enthalten ist, ein Maximum oder Mini- 
mum wird. 


Auflösung. Stellt jetzt f(S,;n) die Ordinate © der Oberfläche dar. 


Ann) 

so bedeutet das Doppel - Integral or fie, n)On das Volumen, welches ein 
x 0 
Maximum oder Minimum werden soll. Man erhält also, ohne neue Rech- 
nung, wenn 2 statt f(x, 7)geschrieben wird, aus (1.) im vorigen Paragraphen 
die Gleichung 

u. _ dei) 

03 oOx 08 02 084’ 

welche zur Lösung des Problems hinreicht. Wenn z. B. die Fläche « = 0 
ein Umdrehungs- Ellipsoid ist, so läfst sich alles Erforderliche durch Qua- 
draturen bestimmen. Eine Ausführung dieser Rechnungen bietet indessen kein 
Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XLI. Heft 4. 44 
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besonderes Interesse dar. Wenn die Endpuncte des Fadens auf Curven liegen 
sollten, die auf der gegebenen Oberfläche verzeichnet sind, würde diese Be- 
dingung ebenfalls leicht mit in Rechnung gebracht werden können. 


$. 19. 

Aufgabe. Die Brachistochrone auf einer krummen Kläche zu 
berechnen. 

Auflösung. Die Gleichung der Fläche sei w(x,y,2)==0 oder kurz 
w«—(. Auf ihr seien zwei Curven gezeichnet, welche durch die Gleichun- 
sen y(5,n,ö)=0 und g(S’,7,T)=0 in Verbindung mit der Gleichung 
u«„—(0 bestimmt werden. Der Widerstand der Fläche gegen die freie Be- 
wegung des Puncts sei g und bilde mit den Coordinatenaxen die Winkel e, 


e, €, so dafs 


2 gose + Heose' + 2 cos" — 0 
ist, indem dieser Widerstand normal auf der Fläche und der Bahn steht. Die 
Componenten der Kraft, die auf den bewegten Punct einwirkt, nach den Coor- 
dinaten- Axen, mögen ganz allgemein A, Y, Z sein. Dann hat man die 


Bewegungsgleichungen 
2 2 2 
or _ yı BR. : ; 02 %, " 
a, = A --gcosg; = = Y-+-gcose'; ap = Frgeose 
Man erhält hieraus auf die bekannte Weise, wenn v die Geschwindigkeit des 


Punects bezeichnet: 





?— Cı 2f(Xöx +Yöy-+Zör). 
Es sei nun der Ausdruck unter dem Integralzeichen ein vollständiges Ditfe- 
ow v—_ ow Z— ow 


Ox ’ oy°’ 0 
also wenn v, und ww, die Anfangswerthe von v und ww sind, 
1) "= v"—2w-?2w, 
ov . ov ov 
also auch X =» . Y=v—— und Z=v—— ist. 
or’ Oy 0% 
Sind die Coordinaten des Anfangs- und Endpuncis der Bruchi- 
stochrone &, n, Z und &’ 7, S und unterscheidet man ferner zwischen beiden 
noch 2 —1 Puncte auf ihr, deren Coordinaten &,yı21, LaYa22s »-- En-ıYa-ın—ı 


sein mögen, so finden noch folgende Gleichungen Statt: 
i Ge \ a ! Pad | ! so! nd 
y5 nn J=MNYyLE,N,S)= 


ah 


u(S, N, C) — 0} u &', n,{& Er 525 





rential einer Function w von £, y, 2, so dals X = 


u(r,, Yıs %,) = 0; u(X;, Y25 2,) —— 0; 
UlX,-ı9 Yn-ı3 In) =. 
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Hiernach erhält man 


eines (& © mu 0 Zu ’g ri ' eo _1 rn 
Ü SF +45, Dry, n,S)tuuls, n, G)ruu(s,n,G) 


de / f > R pp 2 uN\N.J [ . \ 
1 v, u(r,, ) 19 3) - E YUlKy,Ya, ET ... 4 Vv„_Y"Ulı n—1 9 Y n—1 9 Zul )° 


Differentiirt man U nach &,, yı, 21, So ergiebt sich für u, y1,2,)—=u(l 











Sul) Os du „m O8 RT a oull) Os Ev va EBEN in 
. an vor, er vos "9, 77 ne 7 "rn 
Sul) 6 du 5, _ 
' v” 02, ee 


Eliminirt man aus diesen Gleichungen v, und läfst die Zeiger weg, so erhält 
man die zur Lösung des Problems nöthigen Differentialgleichungen in der Gestali 




















os ov oO os Ov oy 08 ov 
FR vattn 2 u KM 7 
ou u au = ou 
OX oy or 


Diese Gleichungen lassen sich auch wie folgt schreiben: 


ee ae . Bert: „. 
6) ll 6) rn —Oy——'— 6) — OT — 
vös Or v vos “oy v® vos 02 


(3.) \ ou =— 2. —— Em a ee Z >_ 



































[a 


or oy 02 
Ist die Fläche ein Cylinder, dessen Axe die Axe der x ist. so ist 


En —(), also 








af 03 \ o 1 
4) 9) - Rz = 0. 


Wenn nun noch v zu einer blofsen Function von der Ordinate z wird. also 
x und y nicht mehr enthält, so folgt aus (4.) 





z 1 
DT 
oder 
02% 
2 Bu — Sara 
Wirkt z.B. blofs die Schwere im Sinne der z auf den bewegten Punct, 
so ist 0 — m, —2gz und die Gleichung (4.) stellt dann bekanntlich, wenn 


die Curve in einer Ebene liegt, eine Cykloide dar. Man sieht aber leicht. 
dafs jede Gleichung, wie (5.), welche blofs zwischen dem Bogen s und der 
Ordinate 3 einer ebenen Curve Statt findet, ungeändert bleibt, wenn man die 


Curve auf irgend eine cylindrische Fläche so aufwickelt, dafs die Ordinaten z 
44 * 
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der Axe des Cylinders parallel bleiben. Wenn man also die Brachistochrone 
auf irgend einer cylindrischen Fläche, bei welcher die Schwere in der Rich- 
tung der Axe gewirkt hal, auf eine Ebene abwickelt, so nimmt sie die Gestalt 
einer Cykloide an. 

Ist die krumme Fläche eine Umdrehungsfläche, deren Axe mit der 
Axe der z zusammenfällt, so dafs sie, wenn r irgend eine Function von 2 
bedeutet, die Gestalt 














x“ -- y” Pa r’ 

i 1 ou . ö i 
annimmt, so wird 3, er, nr und man erhält aus den beiden ersten Brüchen 
— ; . u ov ov 
in (2.). wenn noch v eine blofse Function von 2, also = und — —=0 ist, 

x Oy 
nn u a 88 
7. 20. —- — YO -— = (0 
(%.) vos ) vos ’ 
wovon das Integral 
Ä xoy OX 
S,. ——— Y u h 
(5.) vös 7 vos 
ist. Aus (6.) erhält man aber 
r er ‚Or. ;. 
zor+yöy = r702 = rröz, 
und aus (8.) 
zöy—yoc = bvös. 


Addirt man die Quadrate der letzten beiden Gleichungen, so ergiebt sich 














2 Fr y?)(ör 4 öy?) pe (dr ä öy?) pe Ö2 RR öR. 
also 
ERS ER BE 1 
0° +oOy +02 = 08° —= (1-4 r")0z°’-+ — 
folglich 
E en f I+r' 
9 $ — /rör ( ) 
(9.) ] r® — b’v° 
Es ist ferner 
n v xoy—yor voy —yOX bvos 
o.arcig — = rn = : = m. 
x a’+y” r "li 


also, vermöge (8.). 


(10.)  arclig — = JE Yu). 


gr 








Da nun z, r’, v Functionen der einzigen Veränderlichen x sind, so ist das 
Problem auf Quadraturen gebracht. Für andere Fälle hat die Lösung der 
Aufgabe gröfsere Schwierigkeiten. 
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er; 


Um die Grenzgleichungen zu finden, mufs U nach &, n, £ und &', »/, £ 
differentiirt werden. Die Gröfsen v, und «=, werden im Allgemeinen Functionen 
von $, n, & sein, und zwar wird ww, die gleiche Function dieser Gröfsen sein 
wie w von 2, Y, &. Die Anfangsgeschwindigkeit », kann auch constant, oder 
Null sein. Im enge Falle erhält man daher, ähnlich wie in ($. 13.): 


. TM =) - (v eo a ee Ey = ®, 
1 i u -(2) - (v2 si; - 5) = REN 


154 2 - (5) - eZ _ 9w =. N 


Multiplicirt man a “ “er mit 05, On, OS und addirt die drei 





Producte, so findet sich 


(11.) 5:(22) + on (22) + (2) + 9,(0, 00, — öw,) zu 


Da v kein S', 7/, S’ enthält, so ist die zweite Grenzbedingnng offenbar 


a tee 


In diesen Formeln bedeuten (22) und =) die Werthe, welche - an der 
ersten und zweiten Grenzceurve annimmt. Aus (12.) sieht man, dafs die 
Brachistochrone, selbst wenn beliebige Kräfte auf den bewegten Punct ein- 
wirken, auf der zweiten Grenzcurve senkrecht steht. Ihre Lage gegen die 
erste Grenzcurve hangt aber, nach (1.), von dem mit dem Integralzeichen 
verbundenen Ausdrucke ab. 

Wären gar keine beschleunigenden Kräfte da, sondern der Punct würde 
nur durch einen Stofs in Bewegung gesetzt, so ist seine Bahn offenbar eine 
kürzeste Linie auf der krummen Fläche. Die Gleichung für diese kürzeste 


Linie ist dann aus (2.), da v constant ist: 








g. 0% = 3.92 
(13.) os E Os 2 Ös, 
ee. O% = 

OX y 0% 


und da jetzt in (11.) der Integral-Ausdruck verschwindet, so steht die kürzeste 
Linie auf beiden Grenzcurven senkrecht. Es ist kaum nöthig, zu bemerken, 


dafs man die Gleichungen für die kürzeste Linie unmittelbar erhält, wenn {ös 


statt in den Ausdruck für U gesetzt wird. 
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$. 20. 

Aufgabe. In den Puncten A und B (Fig. 8) sind die Enden eines 
Fadens von der Länge / befestigt und in den Puncten A’ und B’ befinden 
sich die Endpuncte eines Fadens von der Länge 4. Die vier Puncte A, B, 
A', B’ liegen nicht in einer und derselben Ebene. Von der Lage AB geht 
eine gerade Linie in die Lage A’B’ so über, dafs sie die Fäden / und A in 
oleicher Zeit mit gleichförmiger Geschwindigkeit durchläuft und dadurch eine 
abwickelbare Fläche beschreibt. Man soll die Form der beiden Fäden so 
bestimmen. dafs diese Fläche ein Maximum oder Minimum wird. 

Auflösung. Die laufenden Coordinaten des Fadens / mögen durch 
r, y, 2, und die der Puncte A und B durch x,, y., 2%, und x, y’, 2’ be- 


CZ 


zeichnet werden. Eben so mögen $, n, € die laufenden Coordinaten des Fa- 
<o 


‚9, © die seiner Endpuncte A’, B’ sein. Die 
sollen entsprechend durch ©s und 00 bezeichnet 


dens Z und $,, 7. &, und $ 
Elemente der Fäden / und 4 
werden. Die Entfernung zwischen den Puncten 5n{ und zyz sei r, so dafs 


"— («—$)4(y—-Mr(&—5) und 
rör = (2 S)0or y—-mMoy+&—dL) 


a ES? 2 


— (2 —5)05—-(y—m)on—(2—5)6 
is. Da nun ” als Function der Bogen s und o betrachtet werden kann. und 
diese entsprechende Functionen von 2, y, 2 und $5, n, { sind, so ist 





ör _ Urdw , dr &y | dr 6a 
Os 0x0s !Oyros ! 0208’ 
or eorc& ,„ Ordn , Ir& 
vun 
Die Cosinus der Winkel. welche diese Gerade mit den Axen bildet, sind 
vw or yv—n or z—L 








or Aa Wr \ 
3 u rn — und die Cosinus der Winkel, welche 











Pa er TE ul: 
A ) ’ i or oy 0% \ 
das Element ©s mit den Axen macht, sind —. . s „ daher ist 
os ’ 08 os 
(2 — Hr +(y—n)oy +2 —{)02 DE or 
ros Os 


der Cosinus des Winkels. den r mit ©ös bildet. Der Inhalt des Dreiecks aber. 
von welchem r und ös zwei Seiten sind, wird gefunden, wenn man 4rös 
mit dem Sinus des von r und Ös gebildeten Winkels multiplieiri; daher ist 
der Inhalt dieses Elementar - Dreiecks 


4 


3708] (1 = =”). 
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Eben so ist der Inhalt des Elementar-Dreiecks, von welchem r und Öo zwei 


Seiten sind, 
Pa / or\” 
also ist der Inhalt des windschiefen Elementar-Vierecks zwischen den vier 
Puncten (xy 2), (579), (@-+ 02, y-+0y, 24 02), (5+ 08, n+ 0n,°+0£) gleich 
2 / 2 
1 ‚N K or N n / or ): ‚ 
7,08] tr 
Da nun die Fäden zwischen A, B und A’, B’ gegebene Längen / und 
, haben, so ist der BERN für U, wenn m und w zwei Constanten sind, 


U — / rös ‚(1-3 IE ) + mös| 4 [\röoy 2) + uöo 


oder 
U — Sylrös — ko—HocH+y—n)öy+z—E)02)]-+möst 


fh Tor — (a — NOS -+(y—n)on+(&—T)0)] + udot, 











wo 
O8 = or HoOy OR und de — OPT +0 
st. Bezeichnet man der Kürze wegen (2—$5)0.r-+-(y—n)öy-+(z—{£)öz durch / 
und (w—$) 05-+(y—n)0n+(2—{)OS durch 7 und setzt "o®—"—rv und 
rö®—r—=g', so erhält man durch Addition der Gleichungen 
OU „ U DU „ 88 
ET TREE IT 9 
oU n OU ; ’ 
A. ı— a — | ? 
da — — 0 @ 0 ist, ein Integral von der Form 
4 ös + (4 | 3 05 — 2-94 e. 


und auf gleiche Weise die beiden andern Integrale 
"., r? 5 f Mo / 
Hr rt) — % +) = 
r* 
rettet) = 


Die übrigen drei Integrale, welche die Me der Aufgabe noch er- 
fordert, lassen sich in diesem allgemeinen Falle nicht finden. Wenn der Aus- 
druck für U von einer Veränderlichen nur die Differentiale und nicht sie selbst 
enthält, so findet man nach den bekannten Gleichungen in ($. 10.) sogleich 
ein Integral zur Lösung des Problems; daher ist es zweckmäfsig. U durch Ein- 
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führung neuer Veränderlichen so umzuformen, dafs von einigen derselben nur 
noch die Differentiale vorkommen. Ist z.B. der Faden A in der Axe der z 
zu einer geraden Linie ausgespannt, so wird S=0, n=0, 00—= 05, und U 
verwandelt sich, wenn man 2=pcos®, y=psin® und s— {== y setzt, wo- 
durch ?— pP 44°; dc +yöoy=pöop und Os’ = 0p’+p?06--ö2° wird, in 
ei —f eos —(pöp+göz)) +my(öp’+P06-+4-02°) 1 (p+u/öz—ög)}. 
Da hier von 9 und z nur die Differentiale vorkommen, so erhält man. wenn 


die erste Wurzelgröfse durch Ov bezeichnet wird, sogleich die beiden Integrale 


| 2 2,2 00 „00 
1) + tmpz = a und 





(P+Ha)oz—(pop+goz)gq 0% 
‘) f n* er Ei u 


wo in der letzten Gleichung die Constante 5 aus e— u besteht. Entwickelt 


oU „ OU 


man nun noch Fand —(),. so erhält man 
Ol : 





A #8 
0.04 





’ q0s’—(pop+q4092)dz , = 
(3.) J z / +0p _— 0. 


av 
Wird aus dieser Gleichung ©v’ entwickelt, so gelangt man leicht zu der Gleichung 


(4) pop-+y02 = gs, 

















welche sogleich zu oe—= —pös führt, woraus sich dann 
r pop+4%3 4 
9.) cv ns p 
ergiebt. Hierdurch erhält man aus (1.) und (2.) 
IH - 9% P reg 
(6.) er PENGBFUNRERGEREEEN. und (7.) en de | or 
| Os p(p’+gq’ — mp) os p’+y’—mp 
op” | 02” a _ v. 
und da -— =1— Zu Pr Ist, so wir 
(8.) E 2b m)p(p*-+g?) — (b’— m?) p’— a? 
pr 0Os/ (p’+g’— mp)’ 
Aus dem Quadrate der Gleichung (4.) erhält man 
loOPpN | op 02 2,2[ 00N’ 
(#— g)(—) +2 Z—— u u DET E> T. 
2 75) pP os Ös vg 5) 
Op 0x 


Setzt man in diese Gleichung die Werthe von a5? 35? Ip 50 ergieb!t 


sich eine Gleichung zwischen p und 4, aus welcher y als Function von y 
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bestimmt und in (5., 7. und 8.) eingesetzt werden mufs, wodurch dann das 
Problem auf Quadraturen gebracht ist. 

Ist 4 constant, so liefern schon die Gleichungen (6.. 7. und 8.) die 
zur weitern Rechnung nölhigen Ausdrücke. Für y=z ist {=0, und alle 
(Gleichungen lassen sich dann vollständig integriren; was sich auch von selbst 
versteht, da die Fläche jetzt eine Kugelfläche ist und der Faden / die Gestalt eines 
Kreisbogens annehmen muls, wenn man die Kugelfläche auf eine Ebene abwickelt. 


$. 21. 

Aufgabe. Auf die gleichförmig schwere Linie BB’ (Fig. 2) wirkt 
die Schwere im Sinne der Ordinaten YX. Die Linie hat die constante Länge / 
und ist auf den Curven EB und E’B', deren Gleichungen %(S, 7) —=0 und 
y(S,n7)=0 sind, frei beweglich. Welche Gestalt mufs die Linie annehmen. 
wenn ihr Schwerpunct möglichst tief liegen soll? 


"- 
yos 
Auflösung. Die Ordinate des Schwerpuncts ist y = RS RR 
ferner ist I— /ylör’+ ©y’); daher ist, wenn w und w' Constanten sind. 


U — -. +ifö os --uy-+ ug". 


Or oX, 
A dr ea Y, 


aa O8 "08 yos 
Nun ist —— —= —— — me — + (Fe — Zi) 0 oder 
or, Jos (Ses)' ös, 


(1.) Fee A E Be‘ 

















x a ol j 
(ranz eben so erhält man, wenn man 3? dr SW. bestimmt: 
2." 082 














egal. an = 6, 
Fi) ie 
; a uno.dn = 0 





Zieht man die erste dieser Gleichungen von der zweiten ab, so erhält man 


e7 = (9-0. =(; 


‚lin (1.) als eine Constante betrachtet werden kann, die wir 
der Kürze wegen durch # bezeichnen wollen. Das Integral von (1.) ist daher 


, 2 A 





so dafs also y 
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Aus dieser Gleichung allein schon ergiebt sich die Natur der gesuchten 
J 
noch zu den Grenzbestimmungen 











Curve; indessen ist die Entwicklung von I 
nützlich. Man erhält nämlich 
r d.y oy 
nr = Mr 1 u ö: zu 10. — 0 oder 


Ag N) iM 2 oy =—— 
0 —0:y22 +9 M)d-Z == 0, 
wovon das Integral 
Oy 
(3.) (Yy—45 —= s-+c 
Die Summe der Quadrate der beiden letzten Gleichungen ist (y— u) 


oder, da y=n ist, für 20, 


4) yzntYd HEN) —Ye+e). 


Hierdurch erhält man aus (2.) 


ist. 
b’+ (sc), 











nr ERDE bös u 22 s+e+vlb’+(s+e)*) 
5) dam 7/6 Leo’ also z — S-+blog oLy°te) 
Zur Bestimmung der Lage 


Pad} 


Die Curve mufs also eine Kettenlinie bilden. 
der Endpuncte der Curve erhält man noch durch Differentiiren nach &, 7, , 
aus U, wenn man die Integrale in ihre Elemente zerlegt: 








_- 7 - )( -) + u = — (0) oder vermöge (2.). ut — 5, und 
oy 
. ü 2) oY = 
+(4 — .)(2 )+uS —( oder vermöge (3.), ulzE = c. 
Multiplieirt man die erste a Gleichungen mit 05, = zweite mit Or, und 
addirt die beiden Producte, so erhält man, da s£os 1. On —=0 ist. 
(6.) dos+cen = 0. 
Eben so gelangt man für die zweite Grenzcurve zu der Gleichung 
(7) bor+l-+-c)on = LO. 
Aus (2. und 3.) ist aber 
bon ($+e)öX, 
oE i+e _ 013 ; ; 
und (2 N) —-4 .,M dafs also die 


also (2 )=7z _— Mm 
Kettenlinie auf den beiden Grenzcurven Ba stehen mufs; was auch ohne 
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Rechnung ersichtlich ist. Für s—=0 verwandelt sich x in & und y in »,, und 
für s—! geht x in © und y in rn’ über, daher erhält man aus (5. und 4.) 
die Gleichungen . Be 
ey(b’- »)? 
8) 
9) 7-7 = YEH+HUN)— y+e 
Aus den 4 letzten Ausdrücken und den Gleichungen (5, 7)= 0 und 
y(S,7)=0 lassen sich die 6 Unbekannten 5, ec, &,n,&,n' leicht berechnen. 
Wären die Endpuncte der Kettenlinie fest, so fielen die beiden Gleichungen 
(6. und 7.) weg und man mülste 5 und c aus den beiden Gleichungen (8. und 9.) 


und 





suchen; was eine etwas mühsamere Rechnung erfordert. 

In ähnlicher Weise läfst sich auch die Aufgabe lösen, wenn die Grenz- 
curven, auf denen sich die Endpuncte des Fadens / befinden, selbst wieder 
bewegliche schwere Fäden sind. 

Ist der schwere Faden / auf einer krummen Fläche beweglich, deren 
Gleichung ®« —0 ist, und sein Schwerpunet soll eine möglichst hohe oder 
tiefe Stelle einnehmen, so ist, wenn die Schwere im Sinne der x wirkt, das 


S>0s 


gem einem Maximum oder Minimum zu machen, während 
Os ’ 


das Integral /ös einen constanten Werth behält. Sind die Endpuncte des 





Integral 


Fadens aufserdem auch auf Linien beweglich, die auf der krummen Oberfläche 
. . . a “- a A. . 
gezeichnet sind und deren Gleichungen y(5,n,S)=0 und p (5,n,{) = 0 
sein mögen, so erhält man für U, ganz wie in ($.19.), den Ausdruck 
I Su 
r 08 ir n DE | 1 

U— Fe -i 1fös +up-+ wg vu vu Ira rm 410, 4-4 Vv,_U,_.: 
A r . < #j er " R \ 

wo unter z, uw und w, die Functionen #(5,n,{), u(S,n,&) und u(x,.Y,.2,) 

verstanden werden und die A, u, v, ... Constanten sind. 


r . : 208 u: ' 2 
Bezeichnet man wieder, wie vorher, ru KL durch «, so erhält 
man. wenn nach z,, Yı, 2, differentiirt wird. 
n, a nn ou 03 __ ‚WW ın. 
(10.) 0.(3-— DE nl; 0.8 — a)” —y Ye } (2-4) 2 + OS. 


Wie in der vorigen Aufgabe zeigt sich auch hier, dafs die Gröfse « als eine 
Constante betrachtet werden kann. Eliminirt man aus diesen Gleichungen v, !. 


so erhält man 











DE 6) Di: 2 
8.) $* °.(2 a) u re 
(11.) ou we: ou SB ou 
0x or Or 


45 * 
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Ist die Fläche eine eylindrische oder Umdrehungsfläche, so kann man. 
um das Problem auf Quadraturen zu bringen, ganz wie oben verfahren. Auch 
die Grenzbedingungen werden auf eine ähnliche Weise gefunden. 


$. 22. 
Aufgabe. Der Linie BB’ (Fig. 2), von gegebener Länge /, eine solche 
Gestalt zu geben, dafs der Schwerpunct des Flächenstücks ABB’ 4', dessen 
Gröfßse f ist, möglichst tief fällt. 
Auflösung. Die Entfernung des Schwerpuncts 9 dieser Figur von 


— 9, während hyöor=f und Jfös=1 ist. 


i v?oxr 
der Axe A4' der x ist EEE, 
efyor 


Man hat daher 


r Sy’oX | fös Rn 
Ü nenn De I 0S + ufy OL. 











” oU R 
Nimmt man hieraus —0(, so erhält man 
or 
i 
y’—y) [y’ox N." , 2) Ä 
—— — —  — (Y—y,)+4l— —- +-uly—Yyı) = 0 
JYOX (SraOsy : os Ki a 
oder 
‘ > x [2 1 - .“ OX 
l. 0.Y (a — uf\oyv+ifo-— —=Dd. 
( ) Y J i 3 a ! / en 


Solcher Gleichungen ergeben sich nun so viele als man Abscissen auf 4A’ 
angenommen hat; daher ist die Grölse y— uf als Constante zu betrachten und 
das Integral von (1.) wird 
(2. y—(g-uf)y + 
was bekanntlich die Differentialgleichung einer elastischen Curve ist. 
$. 23. 

Die folgenden Betrachtungen werden besonders geeignet sein, zu einer 
leichten und elementaren Lösung vieler Aufgaben über Haxima und Minima 
zu führen, und ich empfehle sie daher vorzüglich der Beachtung der Lehrer 
an den höheren Lehr-Anstallen, da sie mit dem besten Erfolge auch auf die 
allereinfachsten Fälle angewandt werden können und die Lehre vom Gröfsten 
und Kleinsten die Theilnahme der Schüler im höchsten Maafse in Anspruch nimmt. 

Es sei, in (Fig.6) LAMÄ eine Curve, deren Puncte auf irgend eine 
Weise auf den Punet P in ihrer Ebene einwirken, z. B. ihn anzeehen, mayne- 
tisören, erleuchten, oder erwärmen. Diese Wirkung kann etwa blofs von der 


Iintfernung MP, AP, ... oder auch von dem Winkel abhangen, den diese 
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t 


Linien mit den Tangenten der Curve an M, A,... bilden; sie kann überhaupt 
auf die mannigfaltigste Weise modificirt sein. 

In allen diesen Fällen wird sich stets für einen beliebigen Punet M 
auf PM ein Stück /, willkürlich annehmen lassen. welches die Stärke der 
Einwirkung von M auf P darstellt, und wenn nun dieselbe Construction für 
alle Puncte der Linie MAZLN nach dem Maafse MP ausgeführt wird. so erhält 
man eine zweite Linie mein, welche die Araftlinie der ersten genannt wer- 
den mag. Man kann sich stets vorstellen, dafs die Polargleichung der Linie 
MAN in Bezug auf den Punct P als Pol gegeben ist, oder doch leicht ge- 
Iunden werden kann. Bezeichnet man nun durch r die Vectoren PM und 
durch # den Winkel, den z mit irgend einer festen Geraden bildet, und stellt 
r—=/f(#) die Gleichung der Linie MAN vor, so kann offenbar Fr) — f\# 
als die Gleichung der Araftlenie angesehen werden, wenn man durch Fr 
irgend eine Function von r bezeichnet; die fast immer sehr leicht sich be- 
stimmen läfs. Nähme man z.B. an. die Puncte der Linie MAN zögen den 
Punct P nach irgend einem Gesetze an. etwa nach dem Nerwionschen. und 
man sollte auf dieser Linie die Puncte bestimmen. welche P nach einer vor- 
geschriebenen Richtung hin, etwa nach PO, am stärksten oder schwächsten 
anziehen, so brauchte man offenbar nur die Kraftlinie zu construiren und an 
diese die beiden Tangenten af und ?y zu ziehen. welche auf PQ senkrecht 
stehen, und dann durch die Berührungspuncte « und ? die Vectoren Pa und 
P: bis A und / zu verlängern; denn wenn Pa die Kraft des Punects A 
darstellt, so ist Pf die Componente dieser Kraft in der Richtung PQ, und 
diese Componente ist von allen die gröfste; so wie Py die kleinste derselben 
darstellt. Sollte aber bestimmt werden, an welcher Stelle ein Stück der Curve 
von gegebener Länge / wirken müsse, um P am stärksten oder schwächsten 
nach @ hinzuziehen, so mülste man die Senkrechten murs oder n/r so legen. 
dafs die Vectoren Pin und Pr, oder Pr und Pl, auf der gegebenen Curve 
die Bogen MAX oder NIL der Länge } gleich machen: denn offenbar sind 
die Componenten der Kräfte, mit welchen die Puncte des Bogens MAX auf P 
einwirken, sämmtlich gröfser als die der übrigen Puncte der Curve; so wie die 
Componenten der Kräfte, mit denen die Puncte im Bogen NIL auf P einwir- 
ken, sämmtlich zwischen Pg und Pr fallen. also kleiner sind als alle übrigen. 

Ganz dieselben Betrachtungen lassen sich auch auf den Fall ausdeh- 
nen. wenn MÄXL eine gegebene krumme Fläche ist. Man wird leicht die ihr 
und dem Puncte P zugehörige Krafffläche mr! construiren können. Sollen 











338 21. Schellbach, Probleme der Variationsrechnung. 


nun auf der Fläche etwa die Gestalt und Lage eines Stücks von gegebe- 
nem Flächen-Inhalt so bestimmt werden, dafs es auf P in der Richtung PQ 
die stärkste oder schwächste Kraft ausübt, so braucht man nur die Kraft- 
fläche mit einer auf PQ senkrechte Ebene mxs oder n/r zu durchschneiden 
und durch die ebene Curve, welche durch den Durchschnitt beider entsteht 
und deren Gleichung unmittelbar aus der der Kraftfläche gefunden wird, eine 
Kegelfläche MmPxÄX oder AnPIL zu legen, deren Spitze P bildet, so 
schneidet diese auf der gegebenen Fläche ein Stück von der verlangten Eigen- 
schaft aus. Die unbekannten Gröfsen sind hier nur die Entfernungen Ps und 
Pr, in welche die Ebenen mxs und n/r zu legen sind. Da aber die Gröfsen 
der Flächentheile MAX und NIL gegeben sind, so erhält man durch eine 
einzige Integration eine Gleichung, aus welcher sich die Werthe von Ps oder 
Pr bestimmen lassen. Die Aufgabe liefse sich offenbar auf dieselbe Art lösen, 
wenn etwa die Flächentheile MAA und NIL statt eines gegebenen Inhalts 
einen gegebenen Umfang haben sollten, oder auch noch andern Bedingungen 
unterworfen wären. Sollten nur die Puncte A und / der stärksten und schwäch- 
sten Einwirkung auf P nach @ hin bestimmt werden, so müfste man die Be- 
rührungs-Ebenen «f und 2y an die Araftfläche legen; wodurch sogleich die 
Puncte «# und 2, also auch A und /, auf der gegebenen Fläche bestimmt würden. 
Solcher Puncte kann es offenbar auch eine gröfsere Anzahl geben. 

Ich werde jetzt das Verfahren an einem einfachen Beispiele erläutern. 


$. 24. 

Aufgabe. Wenn die gerade Linie MÄ=[! (Fig.7), welche auf 
der Geraden BZ verschiebbar ist, als leuchtend angenommen wird: in welcher 
Höhe mufs sich dann diese Linie 2 befinden, damit sie im Puncte P ein Flächen- 
Element :v, auf dessen Ebene BZ senkrecht steht, am stärksten erleuchtet. 

Auflösung. Einen leuchtenden Punct stelle man sich als Mittelpunct 
einer Kugel vor. deren Radius 1, also deren Oberfläche 4rn ist. Die 
Menge Licht. welche auf die Fläche 1 dieser Kugel fällt, sei 4 Wird um 
den leuchtenden Punct eine zweite Kugel vom Radius r beschrieben, so ist 
deren Oberfläche 4ar’: also empfängt die Flächen-Einheit dieser Kugel nur 


. ) N. 2. a) . . . ji ) 
die Lichimenge = Ein Flächen-Element :» erhält also die Lichtmenge =; 


und bildet es mit dem Radius dieser Kugel den Winkel #, so empfängt es nur 


.- | kw. a . : ii 
die Lichtmenge — sin 9. Es sei nun BP=b, so erhält P oder das Flächen- 
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Element w, wenn es senkrecht von den Strahlen des Puncts 3 getroffen wird. 
die Menge Licht ae welche durch PÜ=a dargestellt werden mag. In 


derselben Weise würde es von irgend einem andern Puncte M, wenn 


5 D . WW - by‘ > 
PM=—-r ist, die Lichtmenge = Pm=-o, oder, da für Aw auch ab’ ge- 
. [3 ab? ” 
setzt werden kann, die Lichtmenge aan ; erhalten. Bezeichnet man aber 





den Winkel BPM durch 6, so ist cs—-, also 


(1) 0 = acos’d 
die Polargleichung der Curve UmaxP. 


Da nun ww senkrecht auf PO steht, so erhält das Element, z. B. von 
M;, nicht die Lichtmenge Pın = eo, sondern nur die Menge Ps = osin# 
— acos’0sind. Ist der Winkel BPX— 6 und Px sin 6" ebenfalls gleich Ps, 
so beleuchten alle Puncte der Linie BZ zwischen MX das Element «w stärker. 
als die aufserhalb liegenden, und man hat daher zur Bestimmung der Lage der 
Linie Z die Gleichungen 


bie® — big — IT und cos’dsind — cos’#'sin®. 

Die zweite Gleichung läfst sich durch sin®— sin6’ dividiren und man erhält 
dann, wenn man noch !=Öc setzt, zur Bestimmung von ® und # die beiden 
Gleichungen 

(2.) sin’®--sindsin®’ -—+sin’d — I! und 

(3) tt" —180 = ec. 

Sollte blofs der Punct A gefunden werden, welcher P am stärksten 
erhellet, so müfste man in (1.)  —=9 setzen, woraus sich 
sind — y4 — sin35’ 15’52” 

für den Winkel BPA ergäbe. Ein sehr kleines Fenster müfste man aiso in 
einem dunkeln Zimmer in dieser Höhe in der Wand BZ anbringen, um die 
Stelle P am stärksten zu erleuchten. 

Im allgemeinen Falle setze man cot$—=x, cot# —y, so erhält man 
leicht zur Bestimmung von x und y aus (2. und 3.) die beiden Gleichungen 
z—y=cay und #y—S3i1+4c)ay —= 2. 

Für 2y =2y(1+40c°).z verwandelt sich die letzte in 
1 





bi 
2—iz — 


alte) 
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Es ist aber 





cost — 3cosia —= 1cos«a 
setzt man also 
1 
Se en — 
d+3e)} 


so wird 2== cos }o, wenn man nämlich die andern beiden Wurzeln — cos4 (ro 
und — cos4(7—«) unberücksichtigt läfst. Man erhält demnach 


zy —= 2y(1-+4c)cosi«a 





= kann nun aus dieser und der Gleichung 2 —y=cay die Winkel # und 
' finden. also die Lage der Linie / auf BZ so bestimmen, dafs sie den 
Punct P am stärksten erhellet. 


$. 25. 

Man könnte die Aufgabe auch etwas allgemeiner fassen und in der 
Linie DZ (Fig.5). welche auf der Ebene des bei © rechtwinkligen Dreiecks 
ABC in der Verlängerung der Seite BC senkrecht steht, den Punct AE 
suchen, welcher dieses Dreieck am stärksten erleuchtet. Legt man durch einen 
leuchtenden Punet M und durch die Seiten des Dreiecks ABC Ebenen, so bestim- 
men diese auf der mit dem Radius 1 um M beschriebenen Kugel-Oberfläche ein 
sphärisches Dreieck A’B’C’, welches, wenn man sich den Punct von D nach 
Z hin fortschreitend vorstellt, in irgend einer Lage desselben einen gröfsten 
Werth annehmen, also die gröfste Menge Licht vom leuchtenden Puncte nach 
ABC gelangen lassen wird. 

Bezeichnet man die Winkel BMC und CMA durch « und v und den 
Überschufs der Summe der Winkel des Dreiecks A’B’C' über zwei rechte 
durch d), so ist bekanntlich der Flächen-Inhalt Ö dieses Dreiecks durch die Formel 

(1.) tell = Iglutgtrv 
gegeben. Setzt man Bl—=a, AC—=b, DÜ—=c, MC=r und bezeichnet 
den Inhalt des Dreiecks ABC durch /, so Ay sich leicht 
2A y(r —.c?) /m\ 
(r-+-Y(r”+0°)) Ta r’+2acta)) Ar). 
Für sehr kleine « und 5 wird Ö selbst sehr klein und man erhält dann an- 
nähernd die Formel 





(2.) lo a N) — 


oO 


IY(r®— ec?) 
A 





welche die Betrachtungsweise im vorigen Paragraphen auch gab. Bezeichnei 
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man nun die Entfernung des Puncts X von € durch r’ und nimmt an. dafs 
für den Punet X das sphärische Dreieck denselben Werth hat wie für den 
Punet M, so erhält man die Gleichung 


fr) = fir) 
Nimmt man zu dieser Gleichung noch DX— DM =! oder 
(4) ya”—e) - Yr—e) — I 


hinzu, so würde man aus diesen beiden Gleichungen die Werthe von r und 
r' finden, von denen irgend einer die Lage der Linie MX —/ so bestimmt, 
dafs sie das Dreieck ABC am stärksten erhellet. Die Differenz f(r) —f(r') 
hat einen gemeinschaftlichen Factor, den bekanntlich die Differentialrechnung 
linden lehrt, der aber häufig auch durch einfache Transformationen ermittelt 
werden kann. Ist dieser Factor aus der Gleichung f{r)=f(r') entfernt, so 
kann man in dem Quotienten r'=r setzen und so zu der Gleichung gelangen, 
welche den Werth von r giebt, durch welchen der Punct E& gefunden wird. 
der das Dreieck ABC am stärksten beleuchtet. 


Darauf, dafs der Factor der Differenz f(r)— f{r') häufig auch durch 
einfache algebraische Operationen gefunden werden kann, beruht es eben. 
dals sich viele Aufgaben über Maxima und Minima ganz elementar lösen 
lassen und höchst zweckmälsig beim Unterrichte in den Schulen benutzt wer- 
den können. 


Für den Fall eines unendlich kleinen Dreiecks ABC erhält man nun 
ie 1 1 ® er | dh 
aus (3.). für = —«T und my, zy’1—eca2)=yy(l—c'y‘), oder wenn 


man quadrirt und mit # — y dividirt, e-+-y=c(z+-z2y-+y’); was für 2e—=y 
r —cy3 giebt; übereinstimmend mit dem früheren Resultate. 


Es läfst sich auch noch elementar und ohne viele Rechnung der Fall 
behandeln, wenn in einer geraden Linie die Stellung einer Linie { angegeben 
werden soll. von wo aus sie nicht einen blofsen Punct, sondern eine andere 
begrenzte gerade Linie am hellsten beleuchtet; indessen würden die dazu nö- 
thigen Rechnungen mich von meinem Ziele zu weit entfernen, und auch von 
jedem Lehrer der Mathematik an den Gymnasien, für welche zum gröfs- 
ten Theil diese Paragraphen bestimmt sind, leicht selbst ausgeführt werden 


können. 






Crelle’s Journal t. d. M. Bd. XLI. Hett 4. 
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$. 26. 
Wir kehren jetzt zu unserer allgemeineren Aufgabe zurück. In ($. 24.) 
ergab sich für die Gleichung der Curve CaP (Fig. 7) ge = acos’6, oder, wenn 
man durch & die Abseisse PD des Punctes »n bezeichnet: 
(1.) ee af. 
Stellt man sich jetzt vor, die Puncte einer Ebene, deren Axe BP und deren 
Durchschnitt mit der Ebene der Figur BZ ist, beleuchten den Punct P, so 
wird die Kraftfläche durch Umdrehung der Curve CaP um die Axe CP 
erzeuet. Bezeichnet man die Ordinaten mD durch T und die auf $ und £ 
senkrechten durch 7, so wird 
tt, 
und (1.) stellt dann die Gleichung dieser Umdrehungsfläche vor. Eine Ebene, 
parallel mit der Ebene der &7, in der Höhe {= Ps, schneidet diese Fläche 
in einer Curve. und wenn man die Coordinaten der Puncte der leuchtenden 
Ebene durch PB=x, BM=z und eine auf beiden Ordinaten senkrechte 
Linie durch y bezeichnet, so ist die Gleichung einer durch P und den Punct vy2 
gehenden Geraden: 
N 


— m — 


Y 


ul 


= ur 


(?.) 


die. wenn sie sich an der erwähnten Curve hinbewegt, auf der leuchtenden 


9, 


Fläche eine andere Curve durchläuft. deren Gleichung man findet, wenn die 
Werthe von S,n,{ aus (2.) in (1.) gesetzt werden. Man erhält auf diese Weise 


“s ; 2 I y) I ax 


ba +y+2) = ar. 


I | 7 
Oder. wenn man der Einfachheit wegen & = .« setzt (was hier offenbar er- 
laubt ist, da & constant und « ganz willkürlich ist), so erhält man, als Gleichung 
der auf der leuchtenden Fläche bestimmten Curve: 





3) eda+y-+’-= 


l 


Die innerhalb dieser Curve liegenden Puncte der Ebene beleuchten also die 
unendlich kleine Fläche w, auf welcher P@ senkrecht steht, im Puncte P 
stärker. als die aufserhalb befindlichen. Soll nun dieses so begrenzte Stück 
der Ebene einen gegebenen Inhalt f haben, so mufs aus der Gleichung 


» : n » / u?z3 9 > 
(4) f —/ “0% — för } (= _— ?—a) 
y 


der Werth von & gefunden werden. Die Grenzen des Integrals erhält man 
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aber selbst erst aus (3.). wenn man in dieser Gleichung „== (0 gesetzt hat. 
Sind « und f in Zahlen gegeben, so berechne man, für einige willkürlich an- 
genommene Werthe von £, aus der zuletzt gefundenen Gleichung die Grenz- 
werthe von &, und so das Integral (4.), durch mechanische Quadratur. Aus 
diesen Integralwerthen suche man dann durch Interpolation. welchen Werth £ 
annehmen mufs, damit das Integral die Gröfse f erreicht. 

Auf diese Weise wäre also die Aufgabe: zu sagen, welche Gestalt und 
Lage eine leuchtende Fläche oder Flamme von gegebener Gröfse auf einer 
Ebene annehmen mufs, damit sie die nächste Umgebung eines Puncts auf einer 
vegen die erste senkrechten Ebene am hellsten beleuchte, gelöset. 

Offenbar könnten statt des Inhalts des leuchtenden Flächenstücks auch 
die Gröfse des Umfangs oder andere Bedingungen gegeben sein, denen die 
Curve (3.) unterworfen sein soll. Es ist kaum zu erwähnen nöthig, dafs die 
so eben gelösete Aufgabe zugleich für den Fall gilt, wenn das gegebene Flächen- 
stück (dasselbe als schwer gedacht) den Punct P am stärksten nach der Rich- 
tung PO anziehen soli. 

Befände sich in der auf PQ senkrechten Ebene statt eines Flächen- 
Elements etwa ein Kreis, dessen Mittelpunct P ist, und man sollte die Gestalt 
des Flächentheils in der Ebene 3Z finden. welcher diesen Kreis am hellsten 
beleuchtet, oder am stärksten nach PQ zieht, so müfste man für jeden Punct 
der Ebene BZ die nach PQ gerichtete Componente der Kräfte berechnen, 
oder auch um den leuchtenden oder anziehenden Punct eine Kugel vom Radius 1 
beschreiben und den Theil ihrer Oberfläche berechnen, welchen ein elliptischer 
Kegel ausschneidet, dessen Basis der gegebene Kreis ist und dessen Spitze im 
wirkenden Puncte liegt. Dieser Theil der Kugelfläche läfst sich durch ein 
elliplisches Integral dritter Gattung ausdrücken. Wie man dann weiter zu ver- 
fahren hat, erbellet hinlänglich aus Dem, was bereits mitgetheilt wurde. 


$. 27. 

Wenn die Wirkung der Puncte einer Oberfläche oder eines Körpers 
auf einen Punct P (Fig. 9) blofs von ihrer Entfernung von diesem Puncte 
abhangt, oder wenigstens nicht durch ihren Ort in dem Körper bedingt wird, 
so lassen sich die bisher behandelten und ähnliche Aufgaben leichter durch 


folgende Betrachtungen lösen. 
Die Puncte der Curve BF'A, welche auf den Punct P einwirken, ihn 
z. B. anziehen. mögen so gewählt sein, dafs die nach PQ gerichteten Com- 
46 * 
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ponenten der Anziehung sämmtlich einander gleich sind und durch PB dar- 
gestellt werden können. Die Kraft also, mit welcher z.B. F' auf P einwirkt, 
mufs dann durch die Linie PE dargestellt werden, deren Endpunct E in einer 
auf PB senkrechten Linie BD liegt; das heifst also: die Kraftlinie der Curve 
BFAP ist in diesem Falle eine Gerade. Diese Linie 3F'4P sondert demnach 
alle Puncte der Ebene der Figur, welche eine gröfsere, nach PQ gerichtete Com- 
ponente haben, von denen ab, bei welchen diese Componente kleiner ist. Dreht 
sich diese Curve um PB als Axe herum, so beschreibt sie eine Umdrehnngs- 
fläche. innerhalb welcher alle Puncte des Raums den Punct P stärker nach 
PO hinziehen, als die aufserhalb befindlichen. Wenn man PF’ mit r, PB 
mit x und den Winkel F'PB mit y bezeichnet, so erhält man, als Polargleichung 
der Curve, wenn die Kraft der „ten Potenz der Entfernung umgekehrt pro- 
porlional ist: f 
rT = 23c005@". 
Für den Inhalt A des ganzen, durch Drehung von BAP um BP er- 
zeugten Körpers findet man leicht: 
, 2nnız’ 
= gap 
und für die Anziehung A desselben auf den Punct P die Formel 


TER 3K 
(3—n)2" 





wobei die Kraft der Anziehung für die Einheit der Entfernung gleich 1 gesetzt 
ist. Diese Formel gilt aber nur, so lange n kleiner als 3 ist; denn für n—3, 
oder gröfser als 3, wird der Punet P mit unendlicher Kraft nach Q hingezogen. 

Für a1 verwandelt sich die Polargleichung der Curve in die Glei- 
chung eines Kreises. Wüchse also die Kraft der Anziehung umgekehrt propor- 
tional mit der Entfernung, so müfste eine Masse in die Form einer Kugel ge- 
bracht werden, wenn sie einen Punct ihrer Oberfläche mit der gröfsten Gewalt 
anziehen sollte. 

Für a2, oder für das Newtonsche Altractionsgesetz, läfst sich die 
Erzeugungscurve sehr leicht construiren. Der Inhalt des Körpers und die 
Gröfse der Anziehung sind dann 











> Anz’ 3K 
K —— - und A = >. 
15 z 
Für eine Kugel vom Radius r und derselben Masse ist aber 
. Anr® K 
K= und A=—: 


3 r 
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3 
Also ist z=ry5 und 
' Ir” ‘ " 
A:4 = —— = 3:25 


nn 
ns 





oder 

A = 4'.1,02598; 
so dafs also die Anziehung einer kugelförmigen Masse auf einen Punct ihrer 
Oberfläche, selbst wenn man ihr die passendste Gestalt giebt, doch nur um 
wenig mehr als 3',; ihres Gesammtbetrages vermehrt werden kann. 


Dieses Resultats erwähnt G@au/s in einer Note zu seiner Abhandlung 
über die Capillarität; und diese Bemerkung ist es gerade, was mich veranlafst 
hat, ähnliche Aufgaben etwas weiter zu verfolgen. 


$. 28. 

Stellt man sich jetzt einen beliebig gestalteten Körper MAXALIN— T 
vor, dessen Masse der Punct P anzieht, so kann PB, oder z, so bestimmt 
werden, dafs die Umdrehungs-Oberfläche BAP den Körper T' entweder in 
A, oder in / berührt, oder von ihm ein Stück von gegebener Gröfse MAXC, 
oder auch ZLDN abschneidet. Im ersten Falle werden die Puncte A und / des 
Körpers T gefunden, welche den Punct P am stärksten und am schwächsten 
nach ( hinziehen; im zweiten Falle werden solche Theile von ihm begrenzt, die 
bei einem gegebenen Inhalte die stärkste oder die schwächste Anziehung auf P 
ausüben. Zugleich werden aber hierdurch auch auf der Oberfläche des Kör- 
pers 7' die Flächentheille MAX und NIL bestimmt, welche auf den Punct P 
am stärksten oder am schwächsten im Sinne der Linie PO einwirken. 


Hiernach läfst sich nun z.B. die- Aufgabe in ($. 24.) auf eine leichtere 
Weise lösen. Denn beschreibt man in (Fig. 10) über P®, als Axe, die Um- 
"drehungsfläche, deren Erzeugungscurve nach ($. 24.), wenn man die Axe «u 
nennt, die Polargleichung 


r — a«cosy 
hat, so erhält man, nach den Bezeichnungen in dem erwähnten Paragraphen, 


rcosp—=%, also 


r’ —= az; 


was offenbar nichts anderes als die Gleichung (1.) in ($. 26) ist. Diese 
Auseinandersetzungen der Methode werden genügen, um sie in andern, zu- 
sammengesetzieren Fällen anwenden zu können. 
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$. 29. 
Wenn man sich die Puncte einer krummen Fläche auf gewisse Puncte des 
Raums nach besondern Gesetzen wirkend vorstellt und die diesen Gesetzen 
entsprechenden Araftflächen construirt, so kommt man leicht zu eigenthüm- 
lichen Mitteln, geometrische Eigenschaften solcher Flächen zu entdecken. 


Ich will hier nur noch zeigen, wie man z. B. durch solche Betrachtun- 
sen die Axen einer Fläche zweiten Grades finden kann. Zu dem Ende erwäge 
man. dafs eine Linie zweiten Grades 


(1) Axc+By’+C0-+24y--2Br+2Cıy —= 0 
einen Punct, oder zwei sich schneidende gerade Linien darstellt. wenn 

(2.) ABUC— 44” — BB" — CC"”--2A4 BC — 0 
ist, die Coordinatlen mögen rechtwinklige, oder auch schiefwinklige sein. Aus 
der Fläche zweiten Grades 

(3)  aXc+by’-—cz 
die auf schiefwinklige Coordinaten bezogen sein soll, deren Anfangspunct im 
Mittelpuncte der Fläche liegt, leite man auf folgende Weise eine zweite Fläche 
ab. In (Fig. 12) sei € ein Punct der Oberfläche zweiten Grades; OA =z, 
AB—=y, BUÜ=x seien seine Coordinaten. Man verlängere den Radiusvector 
ÖC—r bis Ü', so dafs die Ordinate C’B’—=[ des Puncts €’ dem Radius- 
vector r gleich wird: so ergiebt sich aus den ähnlichen Dreiecken OBÜ und 


2 


+ 2ayz+2b22-42ccy — 1, 








rr a 
OB'C', wenn man OU’ —o setzt, x — rs und wenn die Abseissen OA’—:5 


und AB’) genannt werden, so findet man vermöge der ähnlichen Dreiecke 
OAB und VQAB: 


2 = L und y= -. 

Q Q | 
Seizt man diese Werthe von x, y, x in (3.), so erhält man die Gleichung 
einer neuen Fläche, in welcher die Ordinate { jedes Punctes stets dem Ra- 
diusvector der Fläche zweiten Grades, welcher diesem Puncte entspricht, 
gleich ist. Bildel nun jede der Axen der x, y, z oder 5, 7, S mit den beiden 
übrigen, entsprechend, die Winkel 4, «, v, so geben die erwähnten Dreiecke 
sehr leicht die Gleichung 


4) = +45 +2ncosi +25 cos u--25n cosv. 


I I 


Multiplieirt man daher (3.) mit 0° und setzt für x, y, % die gefundenen 
Werthe, so erhält man. als Gleichung der neuen Fläche, wenn auch für e° sein 
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Werth aus (4.) geschrieben wird, und wenn man berücksichtigt, dals © —=r ist: 
5.) Ad-ar)?4+41— br) + (1-er’)r’--2(cosa— «ar”)rr 

+2 (cosu—br’)rö--2(cosr — c'r’)&n = 0. 

Der Durchschnitt dieser Fläche mit einer der $7 parallelen Ebene giebt 

offenbar eine Curve zweiten Grades, die sich in einen Punct verwandelt, wenn 

die schneidende Ebene in einer solchen Höhe liegt. dafs sie auf der Axe der 

S den gröfsten Radiusvector r abschneidet. Dafs dieser Durchschnitt nicht zwei 


sich schneidende gerade Linien giebt, lehrt die blofse Anschauung auf der Stelle. 
Nach (2.) ist aber die Bedingung dafür, dafs (5.) nur einen Punct darstellt. 


; R 1 
wenn man der Kürze wegen u setzt: 


(6.) (uw—u)u—b)(u— ec) — (u— a)(ucosi — a’) — (u— b)(u cos u — b')' 

— (u — e)(ucosv — c') +2 (ucosk— a’) (ucosu— b')(ucosv —c) — O0. 
Die Auflösung dieser cubischen Gleichung führt, wie leicht zu sehen. zur 
Kenntnifs der Gröfse der drei Axen der Fläche zweiten Grades. 

Sind die Coordinaten rechtwinklige, so verschwinden die Cosinus aus 
dieser Gleichung und man erhält zur Bestimmung der Axen die mehr bekannte 
Gleichung 
(7) (Ww— a) (u —b)(u— ec) — (u— a)a” — (u—b)b" — (n—c)c"-- 2a’ —O. 

Es ist leicht zu sehen, dafs sich ähnliche Betrachtungen auch auf die 
Untersuchung der Eigenschaften von Curven anwenden lassen. 


$. 30. 

Die folgenden Paragraphen sind noch dazu bestimmt, die Anwendbarkeit 
meiner Methode auf vielfache Integrale zu zeigen; zu deren Behandlung sie 
sich als vorzüglich geeignet ergiebt. Ich werde zunächst das bekannte Beispiel 
abhandeln: durch einen gegebenen Umring die kleinste Fläche zu legen. 


Die Projection des Umringes auf die Ebene der zy stelle die krumme 

Linie (Fig. 11) dar. Auf der Axe der & nehme man willkürlich die Abscissen 
. L_s Los Cs 2a, ... an, und auf der Axe der y die Abseissen ... Y_ı- 
Yos Yıs Ya »+- Dadurch werden in der Ebene der &y die Puncte ... &,yu. 
CuYıs LıYos CıYıs FıYas 22Yı> X2Yas » . . bestimmt, zu denen, entsprechend, 


die auf dieser Ebene senkrechten Ordinaten ... Zus Zoı> Zios Fir» Fıas Far Fraser. 
gehören mögen. Die Endpuncte dieser Ordinaten bilden die Ecken von ebenen 
Dreiecken, aus welchen die kleinste Fläche bestehen soll und von deren Pro- 
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jeetion auf die Ebene der 57 die eine Hälfte dieser Dreiecke in der Figur 
schraffirt sich zeigt. Das durch die Ordinaten %,,, Snzıns Imzınyı Destimmte 
Dreieck werde mit v,„, bezeichnet, so dafs die drei, deren Projectionen die 
Figur doppelt schraffirt zeigt, ». Yu» Yı, Sind. Diese Dreiecke sind 


=, (z, u 2) (Yı vo Yo) 4- (X, — co) (Zu — 20) 4- (Yı- Yo) (Zw Z Zu)» 
Ya = 4 {€7 .. 2 (Yn—Y) + m — 5) (22 — Zu” + (Y—Yı) (Zu— Zu), 
a >4 (X: — 1,) (Yı— Yı) 4- (2. — 2.) (22 — Zaı) —- (Ya— Yı) (2a u zu) 


Aus »,, erhält man »,,, wenn man die Zeiger von y um 1 erhöht, und 
aus »,, erhält man »,, durch Erhöhung der Zeiger von x um 1. Man be- 
rechnet nun den Inhalt einer krummen Oberfläche am besten so, dafs man erst 
die eine Hälfte dieser Dreiecke addirt, also etwa die schraffirten, und dann die 
Summe der andern Hälfte nimmt, die sich offenbar der ersten als gleich er- 
giebt. Man vermeidet auf diese Weise die weniger einfache Vorstellung von 
parallelogrammatischen Oberflächen-Elementen, die sehr leicht zu der Ansicht 
führen könnte, dafs eine krumme Oberfläche, von parallelen Ebenen durch- 
schnitten, lauter parallele Durchschnittseurven geben mülste; oder wenigstens 
bleibt es sonst stels etwas unklar, wie sich diese viereckigen Flächen- 
Elemente mit ihren vier Ecken sämmtlich an einander anschliefsen sollen. und 
man mufs schon bei der Bildung des Elements die höheren Ordnungen der Diffe- 
renliale vernachlässigen; was hier wenigstens nicht der Fall ist. Zu gleicher 
Zeit erreicht man den Vortheil, dafs jede Ordinate nur in drei Flächen-Elementen 
zugleich vorkommt, bei der andern Betrachtungsweise aber in vier solchen 
Elementen liegen würde. 

Der Ausdruck für U ist offenbar nur, da der Umring nicht selbst noch 
als veränderlich angenommen wird: 


U 


Die unbekannten Gröfsen, welche gefunden werden sollen, sind hier die Or- 





| 4 | "% .o.e 
ur Vor Voi yg Vi | 





dinaten ... Zu» Zur» Fws Fun ++, Von denen jede im Allgemeinen in drei 
Flächen-Elementen vorkommt; z.B. z,, nur in den drei Elementen »,,, Yo, Yır- 
Differentiirt man also U nach 2,,, so gelangt man zu der Gleichung 








1) eu) au) 
(1. y v 








00 01 
2 (= - 2 (> . 
1 Ya —yY,) (21 3%) 31 (H—Nı) (21 — 2) — ( 
| vo | 


Solcher Gleichungen erhält man bekanntlich so viele, als Ordinaten zu bestimmen 
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sind, und da die z und y willkürlich angenommen wurden, so reichen die 





Gleichungen zur Lösung des Problems hin. 
Geht man nun zu unendlich kleinen Differenzen über und bezeichnet 
%, durch Y(&, y), so wird 






































pa, ytöy), Zu yplatör,y), Zu—Yplaerda,yroy) 
22 = ple+d2,y+2öy), 1 = Yy(z+202, y+oOy) und 
io“ i Op(c-+0r vioy 
21 — Lu = p(xX- Ö L, hi "7 O0) y p (24 O4, Y) ag oy = | 
. . op oy) 
22 — 2 = platz, y+2öy)—yle+0z,y+0y)= pute m 
£ au oOp(x, y+oy)ox 
= pylatoz,yI+oy)- ya, yo) =— A: Be, 
‚ z a N a Op(x-+-Or, y-H-oy)or 
21 — 2 = ple+202, y+oy)—yleroz,yroy)= 0X | 
Setzt man noch v,., = w(x, y), also 
| Yu = v(z,y+öy) und v9, = v(e-+Ozr,y-+öoy), 
so verwandelt sich durch .diese Werthe (1.) in 
Ö ’ Ö 
\2, Hlaton, nor En p(r+0ox, y+0y Joy 
8215: FRE... : ; 
w(r,y) vr, y +0y) 
e Ö 
2 ögpie, y-+oy)ox 3% p(a-+Or, y+or)ort 
| —— z MP, 
0% „y+0y) w(e+08,y+0y) | 
oder in 
Ö Ö 
« an 2 oO (® se N. 8 » 0 (BeaE”?) 0 
OL Oy — -OoyYor-  @, 
Oy w(x,y) Zi OA w(x,y+0y) 
oder in 
pl pay) 
2) 2 (rer), (er ) = 0; 
OX w(x,y) 'oöy\ wi(a,y) ; 
was man. wenn für (x, y) wieder x geschrieben wird, kurz durch 








— (@ ) 4- > (&) — (0 bezeichnen kann. 


17 
Es ist aber 





o\? IuN\ 2? \y\ 8 
/ p GEBE N) - | - 2 Be. > 2) © 2 nn dan >( ‚&: —) +(=)) 
— 08 102 2)? or +06 — )02°=020 l —)]. 
Ay © öy T € > oy dr ( Y \dr | oY 


Crelle’s Journal f. d.M. Bd. XLI. Heft 4, 47 
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also 
oWw 2 or = 0% 0’2 
Aı ler ge 0X © ’ n r r und 
Y OX FT öy 0x0Yy 
a a.n0.af 53 0% 03 0°2 
4y — = 070 >( 4. — ). 
oy Y \ox dx oy | oy Oy’ 
Demnach erhält man aus (2.), wenn man noch, wie gewöhnlich geschieht, die 
Bezeichnungen = -. r ne s 2 ! einführt 
7 ven —— —— —— m = = pre pe F® 
u "u z oy I 5® ’ ex 0y ’ 0y? 


3) A+PttAtP)r—ypg = 0; 
welches die bekannte Gleichung ist, die Lagrange zur Lösung des vorgelegten 
Problems gefunden hat. 


$. 31. 

Es sei nun allgemein für ein zwerfaches Integral z,,„ die Ordinate, 
welche den Abseissen x, und y,„ entpricht, also 2u=Y(r,y) und 2,. = 
y(e--mOx, y-noy), und die Function unter dem Integralzeichen enthalte 
selbst noch die dritten Differentialquotienten von 2%, so dafs die Function 
die Form 

















(z 0%, O2, 9 d 02 O 3 2, 
0 « EN « En nn nv [rn [2 

— 0oT © x. Or © 

en en en Er Bay 9 
232 n3_ PERS = 

0° Do 2 O So 23 20 2 I >02 —e 
=———— OY. oX ==——- OL © 0X 0 Ö ) = 
oy ’ or° ’ 0x°0y Y Oxi -oy? ” y ’ Y Vu. 


hat, aus welcher alle übrigen unter dem AR A Elemente 
durch gehörige Erhöhung der Zeiger gefunden werden. So z. B. erhält man 
hieraus V,„„. wenn man die ersten Zeiger um m und die zweiten um rn erhöht. 
Die Elemente, welche das Integral zusammenfafst, sind 

Be War Ws ++: 

Vs Vin, Va, Van... 


7 LER V. 
Vor» V:» v 


” . ® . ® ® 





»n 
De} 
8% 
- 
» 
Er} 
u 


pr 


23) 


und die Ordinaten, welche V,, enthält, sind in folgender Weise zusammen- 
gestellt: 


92 02 0°2 
Oro 0) ud \ P- h - — % - 
es ren Rn . 

—_—! Toy = SZ — Zu — Zut Zu; zn öy' — Zu — 2% + 2%; 


oxöy 





ee 
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RR O0 2,27 | | 
Era 0 x” —2%y,) — 324-3210 — Zw; Sy 0y=2,—22,- 311 33077 : Ton 24 Re 
32, 32 
| ’ | ER . A pr: FOREN m | 9. 

ray! dp: ZOXOYy = 232 224,420 — Zn 2170209 I: 0) — 3,3, — 3224924 — 2; 
Die Ordinate. welche in allen Elementen 

Wa 

7 

Yus V\ 

Vo; Vn, V. 

7 7 
Von ER Va, V,; 


vorkommt, ist 2,,; Ordinaten mit niedrigeren Zeigern kommen nicht in allen 
diesen Functionen vor, und die mit höheren kommen erst in späteren, aber auch 
nur in 10 Elementen des Integrals vor. Also braucht man hier nur nach z,, 
zu differentiiren, wenn man den vollständigen Differential- Ausdruck haben will. 

Bei der Differentiation nach 2;,, bilde man nach und nach die Glie- 
der der nullten, ersten, zweiten, dritten Ordnung; das ganze Geschäft be- 
steht nur darin, die Elemente aufzuführen, in denen diese Ordinate vorkommt. 


Glieder der nullten Ordnung sind: SF. 




























































































02, 

un IV, V, 

Glieder der ersten Ordnung: — x nn ß ER er + dt 
“0 z z,  ° 
0x0: I Oro: a By. ar oyo- Zus 

x 6) oV,, 16) oV. 
oA ” 02, ) Oy € O2,, ) 
oX oy 
Glieder der zweiten Ordnung 
A: a 20V, = oV,, # oV,; DER oV, 3 . 
OxX°0- Er FR ’0- G 2 | ox0oyo: I f 3x9. 2ıa ox0 ‚3. Ras 
ou“ E72 oröy or? e. Oxöy 
+ oV, 3 u © V,,; | oV, 2 2 oV,, oO P. 
Ö?z 0°2,, un vr O°2 + ag, 
ya. dry Oröya. 2 ya. ayr9.CZu 
y or „ Oxrody Oy” 0) 
_ te 2 el 1 1a 2 u EA | 
6) 6 2 ?2 ? 
04 Io. »33 De 0: En oy' d- O2; 3 O2, 4,® 2 
02° 08° 0x öy? öy’ a 
n 1 \ Be BE OP; TR UF 2 OVP, 
ox0Yy 18. 0’ 2, 2. O’2,, 2. 0’ 2. O?2,, 
ox0y Oxo0y or oy 
PER 0° oV,, 0° oV, oV, 
1 E 0’2, rs Pin )*> oy? (5 FE ) 
#lE u 0: - _—— 
ox” dxdy Oy oy 
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Glieder der dritten Ordnung: 











Variationsrechnung. 










































































na 33 
m 
0.0 
ox°0. — 
oOX" 
3 ;fP 6) £& . 
. .T Fe FE 2 
r nn O 2,5] nn D N 
OL’ 0 .’-— 2 or’oyd = “iz 
04 ‘ IKT OYy 
nr nNT7 n 
3 OF, 19 oV,; ri oV,;; 
al See 93 3 3 
f ww oO 2 t2 on [at o 2. fe) 2. . 
ox’o z = 0x” yO-——- ox0y”’d Aa 
OX oxX"oy . OXLOY 
N r Mr 
oO £ en m if es oV,; a oV,; 
re NE | 8 a PR 
‘ r O av on oO Au) n D oO zZ. > B o Au 
oxX’o 7 = oO r’oyoö —_—i 04 oy’o a > oy’o — 
Ox' u us, or 0y’ oy 
IV, 
u 2 — 
a 0’2% 
or?’ 0yd:-——- 
OX OY 
a 4 en 4 
2 O J (2 L O V 12 
u “ m O2 
or? Oyd:- —— oroy’d-- — 
OXTOY OXOY 
r, FE 
oP,: 2 IV: 3 oV 
5, ch he JE 
ER YR PET ER: VaL- De a ep 77 ES 
e OL OY i oxXoy OY 
eV, 
eu 0 09 
ox0y’d-—; 
OK OY 
| oV,; ei oV,; 
| nd, O2, n.,83% "2 
or0y 0 ns yo 
OA 0) o) 
nur 
Mo 
| 3 
ayro. DZ 
h Em 
” RR " N3 r 
im 0 c IR a 0° oV,, Dr 4 oV,, 
Gas md „Y ppR u, Bi ya 3. 
[or 3.9 or orFoy |. En 0x0) 3. a 
0° dx 0y” xy? 
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Eine der Gleichungen für das Maximum oder Minimum einer solchen Function 
ist also 


- 


LF oh 6 oP,, = K2 d V. Be £ + " Be. ER 
02,, ox 2. 02,, oy 3. 02,, or| - Kor 0x 0) FR 
OX u ‘oy 


Y or co} 


er a _ Mao 
oy? 3 03. ox° u. nr 3 2 
oy da 0x” 0) 


0°’ oV,, 0° oV., u“ 
oxdy” € Em 7 oy’ 0. ) Be 
ex.0y° oy’ 


Solcher Gleichungen erhält man so viele, als Ordinaten zu bestimmen sind; 
sie werden aber offenbar alle ge die einzige 


oV 16) oV L2 4 oV MR ; oV 
02 OX r =) ewz; =) 2 ( 0? ) zz en 0° ) 
0O+— ’E Pe . ; en 
OX oY 0x” X oy 
4 0” oV 0° oV 8: oV 
oy’ ( n„ 0° ) 08° ( 0°2 )  dardy 5( 0°2 
)* 7 se - a 
’ oy” 2 ox° "dx°0y 


I 
e,.W\.r, a, 
ox0y (7 _. ) u; G 0°2 ) hai; 
0x0y” dy? 


OYy 


repräsentirt. Das Gesetz des Fortschritts dieser Formel ist hinlänglich klar. 
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$. 32. 
Bei einem dreifachen Integrale möge uw eine Function von x, y, 2 
sein, also = y(2,y,2) und %,,» = y(e+möx, y+nöy, z-+pör); 


die Function unter dem Integralzeichen enthalte der Einfachheit wegen nur 
ou cu du 


One Ölıoo Mr Ob... 
Fu» U — Uns ee Un — Un) = ER 


Es sei also 





Die Elemente, welche das Integral zusammenfafst, sind hier 


Vo Vu Vu Yu .. Von Zr V;.. V zur V un Vin Van V;n er Vs Fun V 203 Va IR 
Vu Vu ZA Vz... Vu Vu V;,. Vz. Vor V\. u 212 Yan. Vu Vs; v 4 .. 

Vo Vin Vo Va... Vi V Vaı V;. re V.V 122 V.V he . Yon Vi; ir V;.; .. ) EIC. 
ER Leer Vo Vz. Von Vızı V,,, 331 +++ Vo 132 v; 232 N; RR Yon V 133 V 33 v 3339 
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Man braucht nur nach %,,, zu differentiiren, welches Element in den Functionen 
Vin» Nioıs Von» Vi vorkommt; denn höhere Elemente als «,,, kommen auch 
nur in 4 Functionen vor und die niedrigern erscheinen nicht vollständig in 
vier solchen Functionen. Es ergiebt sich auf diese Weise 

















Am AV Ar r 
Mi Mi REES... Von u 0 — u _ DR nn; OV 0 
en nn | nn er 
On... ou ou ou ou ou 
ti EM. Dah 111 d RE : 011 + 111 oy 3.2 OU le es > 110 
( 1 ( ® rn A O* © O m — O 4 
da au 7a [2 au Kae? 


u LU Zn Ö si” vor RZ Ma BEER V oo 
a (5 Ön ) 37 (5 ) d2 (5 u) 
dr dr 


und solcher Gleichungen erhält man so viele als Funclionen % zu bestimmen 
sind. Diese Gleichungen werden durch die eine repräsentirt: 


oV Ö oV Ö oV 6) oV 0 
ou zu | ir) oy fr 2) 0% E ir ) 
+E no ’ de AR ng 
oX oy 0% 


Die in den zwei letzten Paragraphen behandelten Beispiele werden voll- 
ständig genügen. um die Methode in allen, selbst den verwickeltsten Fällen, 
anwenden zu können. Auch die Grenzbedingungen mit in Rechnung zu bringen, 
wird keine Schwierigkeiten haben. 














Q) 


$. 39. 

Als zweites Beispiel will ich nur noch kurz die Aufgabe berühren, 
welche sich Poösson am Ende seiner Abhandlung über die Varialionsrechnung 
im 12ten Bande der Memoiren der Pariser Akademie gestellt hat. Euler behan- 
delt nämlich im Anhang zu seinem bekannten Werke „Methodus inveniendi etc.” 
die elastische Curve; wobei er erzählt, dafs er durch Daniel Bernoulli auf diese 
Aufgabe geführt worden sei, der die ganze Kraft, welche in einer gekrümmten 
Feder liegt, durch eine einzige Formel ausgedrückt habe, die er die vs po- 
fentialis nenne. Dieses Potential ist nach Bernoulli das Integral 


4 
29 
0 


wo os das Bogen-Element und o den Krümmungshalbmesser vorstellt. Es mufs 








or 0’ — oyo0’x 
Os’ 





für die elastische Curve ein Minimum sein. Man hat also, da — — 


ist, — Jerry Baal 2)" 





Da hier weder x noch y a: so erhält man nach dem allgemeinen 
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Formeln in ($. 10.) sogleich die beiden Integrale 








of SE 

rn > re 

NE SR 

a. a 
oder 
LA FRE u ar Ka 2 oa 5% ı on 108 _ 
Te Sr T „+20. eo a und Er Sean =, R 


Nimmt man Ös constant an, so wird Or0’=--öyö’y—0, und daher folgt aus 
den beiden letzten IE auf der Stelle: 


oy 
eo os? 


2020 





— aöy-+boxr 
oder 
- — aöy-tbör 
Aus dem Integrale dieser Gleichung 
1) Z = ay+bate, 


in welchem 24 und 25 an die Stelle von @ und b gesetzt worden sind, erkennt 
man schon die elastische Linie. Um noch weiter zu integriren, setze man 








= E, 
ac—by —=n, 
also 
aöy+boxr = 05 und ad’y+blr — OF, 
aoc—böy = ön und al’cz—böy — On, 
folglich 


(+ b)(or+oy) = O+oN und "Ar OY) = oT. 
Bezeichnet man also O5°-+0n° durch Ö0°, so ist 

(2.) ösy(@-+B°) — 00. 
Es ist aber 


3 


oröy—oylr — . 





und Orö’z-+öyö’y = 0 
Die Summe der Quadrate dieser beiden PEN giebt 


3) ertoy— 7 , also or — («+0 A = 
Da ©s constant angenommen worden ist, so ist auch aus vo 


OEÖ’ELöndn = 0, also LT — en & 
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daher ist endlich aus (1.) und (3.) 
o*&yla®’+b°) 











== $ 
Onö6 f 
also 
OEO’EyY(a?-+b*) En 
— oo I9/- 
00 y(00’— 08°) a 
1 
Von dieser Gleichung ist das Integral, wenn man 2y(a ar; setzt. 
1 ( 0? > 
u _—— IE — E 
/ 00?/ 1° I 


Daher wird 


o& S (gg E)oE 
o=  /- sy und nn = f ar. 
Zar 7 2 =) Va-Fg— 
oder für fg =e und S=gsing: 


cospot "  cos’pop 
= Jr -. £ und n = ef z T 
— ee cos’Yy) yv(l— e’cos’g) 


Häite man der elastischen Feder eine bestimmte Länge gegeben, also 


. 2 
VEREBEBEN 2 u /. Us 
0 
% 


angenommen, so wäre die Rechnung dadurch nicht wesentlich geändert worden. 














Po:sson geht nun einen Schritt weiter und betrachtet eine elastische 
Scheibe als eine krumme Fläche, für welche, bei einem gegebenen Inhalte. 


MNEHHaeey 


ein Minimum wird. Er versteht dabei unter e und o’ die beiden auf einander 


das Integral 


senkrechten Hauptkrümmungshalbmesser eines Puncts der krummen Fläche. Be- 


[a D 
n2 2 n 


9 0 > 73 02 © 
zeichnet man demnach, wie gewöhnlich, —-, — — entsprechend 


— ’ = J n + 
O2’ Oy ’ Ox”’ drody’ 





durch p, y, r, s, f, so wird 


y ‚ ( 1 +9’) — 2pqs+ (1 +q’)r)? « rn j Fr i a 9 Y en en 

— .- 2,3 OX OY- 4 1 ” P d)OXLOY. 
N d+p’+) . rt y( rp +) R 

Nachdem Poisson hier die höheren Potenzen der Gröfsen p, g, ... vernach- 


lässigt hat. behält er für U den Ausdruck 


U = Sföröy (= En =) rar +3 =): 











der nach Anwendung der oben entwickelten u Ze Fe 
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6,07 | EP, DE WE 5 WERE. VRR, \__ 0 
(5.8) Tor (=) o.x? ” =) ox0y (5 0*2 ) oy” (5.3) I: 
dx O2” Ox 0y ap} 


KL 

















zu der Gleichung 


4 n.4 4 72 2 

02 0" 08. .,f0 2% 2% 

4 +2 ? 52 + u +) —= (0 

02! 02°’ oy 0X oy 

führt. Die in der Porsson’schen Abhandlung vorkommenden Untersuchungen 
über die Grenzbedingungen bei solchen Aufgaben lassen sich nach unserer 


Weise durch sehr einfache Betrachtungen ersetzen. 








$. 34. 
Um die Rechnung weiter zu führen setzt Poisson 
2. 2 u 
Pur | » 
or: 7 Oo >» 


wodurch sich die letzte Gleichung in 
0% , 0% + 


7 “ — ku 
Fi ‘ 


verwandelt. Er wendet dann Polarcoordinaten an, indem er 2 —rcos® und 
y=rsind setzt und kommt nach einer ziemlich unbequemen Rechnung zu 








der Gleichung 
02, 1023, 1%: _ , 
r? 00° r or 








aus welcher dann eben so 


or or 1 
: ee DE © 

folgt. Diese Rechnungen lassen sich aber nach einer schönen Arbeit Ja- 
cobt's: „Uber eine parliculäre Lösung der parliellen Differentialgleichung 


- I. 
een Al 








0" im 36ten Bande dieses Journals, durch ganz einfache 


Operationen ersetzen. Ist nämlich in dem Integrale // G@ox Oy 0x die Gröfse v 


. an j ‚ e a ov dev or 
eine Funclion von &, y, z und @ eine Function von &, y, 2, ®, Era und 


man drückt x, y, & durch neue Veränderliche 4, «u, v so aus, dals 
x = n(l,u,V), Y= oli,u,V), 3 = 0o(l,u,P) 


gesetzt wird, so verwandeln sich dadurch vo in g und @ in /, wo I eine 
Crelle’s Journal £. d. M. Bd. XLI. Heft 4. 48 
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” . ” 16) 4 06 00 . 0X oy yA 
Function von 4, u, v, , = SE er ist. Die Determinante 679.88 
ai. oA’ ou’ © oA ou OVv 
.- ort 00 CO . u 
=F+7> = werde durch .7 bezeichnet, so erhält man 
7/ D O0 1] 


Sjje: 080) Hl TAohÖuör. 


Differentiirt man diese Gleichung nach der Gröfse v, oder, was Dasselbe ist, 
nach p, so erhält man, wenn statt Oxöyöz sein Werth AöA0uöV gesetzt 
und der Factor 0ACuwOrv weggelassen wird: 


(1) ‚\28 R [2 06 6) 06 9, 0G 
jo oXx|. ov oyi. Ov O3 |. Ov 

| 0. -\0.-— ": peu 

' oOX oy 02 


/ oe 0 dor PR: def ER > Idol 
.0p oAl. „09 ou op ov op 

0°’ 0. m 4 

oA cu ov 


Statt eines dreifachen Integrals hätte offenbar auch ein nfaches der 

















Betrachtung zum Grunde gelegt werden können. 
Wir wollen diese nützliche Formel zunächst auf die Transformation des 


Ausdrucks 
u 
O2? I or 1 92% 


anwenden, der so häufig in der mathematischen Physik vorkommt Setzt man 








nemlich 2 = Acosu, y= 4sinucosv, 2 —)sinusinv, so wird 

ov ovoxr , Ovody , dv 0% oV oOV . oO. ; 

EyR = pr Fr r a r S. FyR == 32 cos u dr sın u. CcoSsv Tr a, RM sınv, 
or ovor , dv dy , dv O3 Bon oV. oV. . 
zer . Zu T 3 Zu Zr Sina 1 z, eosucosv —- a, #608 u sinv, 
ci Ovox , dvdy , Ovoz 0. ', 
ee rg > z, 4 Sin ucosv. 


Hieraus ergiebt sich sogleich 


(5 - a" (2) y: mr u md) = =) + (2) +(& 


(2.) I \=) +) +23] ‚0röy 02 
= ///X& 2) ++ any 2) Rsinuörduor, 


da nämlich das Element Ox@öy 0x bei der Transformation durch Asin u ok öuov 
ist. Nach der Formel (1.) erhält man 


also 





ersetzt werden mufs, also = 
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daher aus (2.), wenn man auf beiden Seiten mit 4’sin« dividirt: 























o*v y, 0% 
S = K» er 2. — 
ox” !' 0y 02 
= 2 sin u - AUTR er 
— =) tm = 
3sina 104 a  Ou/ ' or \sinu Ov 
ı A faN\, 1 © ov\ | 1 o’v 
= re ’ AR " u ra sin ik a ne T 
2° 0) o4 )*"sinu ou " ou/ ' 4’sin’u dv? 
1 o’(Av) | 1 0 ov\ | 1 O’v 
— —- + 7-(sinu— )+ I 
A 04 ‚sinu ou ou/ ' 4sin’u Ov 


Wäre demnach etwa der Ausdruck links in dieser Gleichung Null, so hätte 
man auch 
WE 5 
sin at 13 (sinus U — —— 60: 
o4 oh ou u sinu ov’ 
was die bekannte, zuerst von Ehen gefundene Gleichung ist, die sonst nur 
durch beschwerliche Rechnungen entwickelt werden kann. Cauchy hat im 
ersten Bande seiner „Exercices d’analyse et de physique mathematique” 
pag. 26 dieser Transformation eine etwas veränderte Gestalt gegeben, deren ich 





hier gedenken will. Setzt man nämlich 


1 ’ i j iow 
sinu = .„ also cosu = 2lgew und sinuou = — —. 
| cos cos’ 








so erhält man, ganz wie oben verfahrend, 


GH a). 


ur: 
also. da = — sn ist, 


RE: HEHE) jürörös 
- NND HEN ROW or. 


Daher ist 
PER = wi A 2 d\ oo Ar or) __ 1 Old) N cos’w,d’v N 
dr cos?ay O4 ar 2? \ov’ oy 

















oA 
Für zw statt w wird 








ig su — e" 
und 
a __ (Av) ev’ ev) \* (0” (Av) (Av). 
5 =! a: + 24 5 +: 


48% 
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so. wie Cauchy die Formel aufstellt. Das Weitere über diesen Gegenstand 
ist bei Jacob: am angeführten Orte nachzusehen. 


Wir wollen nun dieselbe Formel auf unsern einfacheren Fall anwenden, 





0’2 | a i 
wo 37] Einführung von 2=rcos® und y=rsin® transformirt 
werden soll. Hier ist 

02 0% 0% . 
— = - 0089-+--sind 
or X 1% ; 
02 


ET... 
30 ET I; 


02 1 dz\* , (0zs\® 
+ = (+ 2 
Da das Flächen-Element öxöy durch rör0® erseizt werden muls, 
so ist I=[r, also 


Oz , 0°z i 


or? ! oy” r ar 


| 


also 


r2: 














RN 0% | a 0°’ > 1 0% I 1 o’z, 
+3 r N — or or |? 00°? 
so wie es oben angegeben wurde. 

Die weitere Lösung der Aufgabe gehört nicht zu unserem Zwecke. 


$. 35. 

Wie wenig noch die Kenntnifs der Variationsrechnung verbreitet sein 
dürfte und von ausgezeichneten Mathematikern für verbreitet gehalten wird, 
sieht man daraus, dafs z.B. Po:sson in seinem Lehrbuche der Mechanik, um 
nur die einfachsten mechanischen Eigenschaften der Cykloöide nachweisen zu 
können, es für nöthig hält, den Leser erst mit den Elementen der Variations- 
rechnung bekannt zu machen. Aus demselben Grunde sind auch die schönen 
Transformationsformeln der Bewegungsgleichungen, welche ZLayrange in der 





analytischen Mechanik entwickelt, weder in das Porsson’sche, noch in ein an- 
deres der bekannteren Lehrbücher der Mechanik übergegangen. Da diese 
Formeln ein besonderes Interesse haben, und sich durch die von uns be- 
nutzten Vorstellungen leicht ergeben, so will ich sie zum Schlusse hier 
berühren. 


Man habe die drei Veränderlichen x, y, & durch drei andere 5, n, & 
auf die Weise ersetzt, dafs 


1) z=y(6n{I), yarıımd)ı, 3 y6,nL). 
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Den willkürlichen Werthen 
6, N; Fi 55 Yı» 6 SE 2% C 
mögen die Werthe 
X, Y, 235 Is Yır Fı: Tas Ya, Sn 
entsprechen. Eine Function F#' von x, y, 2, Ic, Ay, Az verwandele sich 
durch Einsetzen dieser Werthe in eine andere Function $ der Gröfsen $, 
n, &, I&, An, I, so dafs sich also die Gleichungen 
2) Fia,y, 2, da, Iy, 42) = BiE,n,5, 48, An, 46) 
Ä oder kurz # — »#, 
(3.) Fa, N, 21, A0ı, AIy,4I2) = P($ N, 65 Si, Anı, IC) 
oder kurz F\ = », 
ergeben. Läfst man nun z, y, 2 um die unendlich kleinen Gröfsen a, b, ec 
wachsen, so mögen dadurch $,, 7,, & um die unendlich kleinen Gröfsen «, /, y 


zunehmen. Man erhält dann aus (2.) und (3.): 
ob 


oF _, oF oF ob ob 
1. RW... 2ER. BR DE En; 
(4.) oAx en ody 6 I 0d2 r un. " 3 ode und 


| -_ 
OF, 
(5.) (Fe - Ö. ir 








OF, 
a 7 ala:  ddz, 






































30, _ Ob 3 = oD, OD, \, 
ee GE daE, % Tr on om, Er + 04% 37) 
Zieht man (5.) von yon ab, so — sich 
or F ar 
u 2a: (0-5 Ö. rn Ö 5,04 (#2 042 02, )e 
Be: ob Mn. od 08, u 
= (6. O4E +(2 ddn Om, )B4 (8-5 IE r 


Nimmt man nun X,, Yı, %, unendlich wenig von x, y, x verschieden 
n, also auch $5,, 7,, {, unendlich nahe dem 5, n, € und bezeichnet die Grö- 
[sen a,b, ce und «, P, y lieber durch dx, dy, dz und ds, dn, 0T, um gleich 
zu sehen von welchen Elementen sie die Zunahmen sind, so verwandelt sich 


die letzte Gleichung in 





I (er + le a de 
Fon GE OR We + (6 FE) 
Wäre z.B. 


F = T(o&, 0y, 02)—@(z,y,2) = T—@ 
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und es verwandelte sich durch die erwähnten Substitutionen 
T in T(£,n,{,08,0n,0%) und Gin 7T'&,n,d), aso $in T—/, 


so erhält man in diesem Falle aus jo 




















. n„ OT , O6G\. 06 Pa u. 
(<.) (3. + —)02 + (8. > RN 5, je + (2 2 ns 
u. oT ar " oT ol\. 
Ger _ + OS + (d-- aus -- or, 








a. OI\ 1 
4 _ 
0.08 2 0 
Diese Formel läfst sich nun unmittelbar auf die Bewegungsgleichungen 
anwenden, die für einen materiellen Punct Statt finden, der von einem andern 


festen Puncte angezogen wird. Die Gleichungen sind bekanntlich, wenn R 
eine Function der gegenseitigen Entfernung r der beiden Puncte ist: 






































Ox kr 0 0’y , Ry 0 02, Br 0 
De TEE re. Er Bee 
) h 3 x bene 234 « Pr 
oder. da "= r’-y’-+-z° und ro COC-+Yyoy-+20z ist. 
Dr’  —. 0: ör , Bör _ 0: ai; 4 Roör 0 
Er 4 ee u 4 - ee 
Selzit man nun 
tel) 06 Oo 0G ter) 0G 
R—- = — = —, R-= .„ also 
O4 oy oy O2 02 
Pen 8° 06 ._ı 06 .„.., 06. 
R 36 + —0Y+-027) = ——0r- OYy + — 02 
ur OT or oy 07 


oder Rör = 0G, Ka (wo @ eine blofse Function von &, y, 2 


ist). so werden die Bewegungsgleichungen zu folgenden: 






































o’x , 06 0’y , 06G 0° 0G 
zz — ii on = 0: =? ce == 0: - ne — un (0. 
ot” ' or ot OYV ot Zer;, 
Setzt man endlich 
„III nen T 
y- ot’ > 
so ıst 
Be ni = SE. 5 0: {9 oT u 
ot: 9.98 ° at? 0.0y ° ot’ 0.09’ 
o°’a o1l 9° oT 0° 2 BE 
— — ( — 2 a. — ( _ = ze = € - 
of 0.04 ot 0.0 ot? 0.03 ’ 
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und die Bewegungsgleichungen verwandeln sich in 
„ oT (Y nie , 08 n„ oT 06 

u, 23.98 Tr - ed %Yy Ka 2 r Fi 0. 

Vermöge dieser Gleichungen ist aus (7.) die Seite links verschwunden: 
also mufs die Seite rechts ebenfalls verschwinden: was nur möglich ist, wenn 
die Coöfficienten von dS, dn, OT zu Null werden, da diese Gröfsen zwar 
unendlich klein, aber ihre Verhältnisse zu einander ganz willkürlich gesetzt 
sind, also auch nicht etwa durch eine Gleichung zwischen andern Grölsen 
bestimmt werden können. Man erhält demnach statt (8.) die drei merkwür- 


digen Gleichungen 








oT oT ol 











07 # ta» 
a 0,937 

A Ale io. — 
Sam man ” 
„,_8T_ a1, or 








. ui — ar - u en Ü). 
0.0£ 0 r OL | 
deren Anwendung in der analytischen Mechanik von Lagrange nachzusehen ist. 


Berlin. im Februar 1851. 
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22. 


Berichtigung zu der Abhandlung No.1. in diesem 
Bande. 


(Vom Verfasser derselben *).) 





. Der ii ($. 3.) enthaltene Satz: dafs der allgemeine Summen- 
Ausdruck einer Bette Reihe 


ta-+-b2e— cc... +pa" 
die Form SS, —=f(x)+F'.x,n) haben müsse, ist richtig; der dafür gegebene 
Beweis aber ist mangelhaft, und es kann der Satz einfacher auf folgende Weise 
begründet werden. Ist f(x) der geschlossene Ausdruck, welcher die unend- 


*) Der Herr Verfasser der genannten Abhandlung ist leider! bereits verstorben; 
und zwar so bald nach dem Niederschreiben des obigen Zusatzes zu derselben, dafs 
dieser Zusatz nicht mehr bei Lebzeiten des Verfassers gedruckt werden konnte. 

Der frühe Hintritt dieses in mehr als einem Fach bewanderten Mannes ist gewils 
zu bedauern; und für die Mathematik in der Hinsicht insbesondere, dafs hier einer der 
seltenen Fälle war, wo Jemand, der ganz verschiedenartigen Berufsgeschäften eifrig ob- 
lag, mit der Mathematik, aus blofsem Gefallen an derselben, nicht blofs oberflächlich, son- 
dern tiefer eindringend sich beschäftigte. Dilettanten, welche mit Erfolg zu arbeiten 
vermögen, sind bekanntlich in der höhern Mathematik seltener, als in andern strengen 
Wissenschaften. 

Dem Herausgeber dieses Journals sind auf seinen Wunsch einige nähere Nach- 
richten über den Lebenslauf des Herrn Prehn zu Theil geworden , und er glaubt nicht 
Unrecht zu ihun, wenn er dieselben hier auszugsweise hersetzt. Sie gewähren zugleich 
einen Beitrag zu den Schilderungen der mannichfaltigen Entwicklungs-: Arten der mensch- 
lichen geistigen Thätigkeit. 

„Jeppe Prehn wurde zu Kopenhagen am 29ten August 1803 geboren. Sein 
„Vater, später Conferenzrath, war damals bei der deutschen Kanzlei angestelt. Bis zu 
„seinem Iiten Jahre blieb Prehn in seiner Geburtsstadt, und darauf bei seinen Ältern im 
„Schleswigschen (der Vater bekleidete daselbst eine Bürgermeisterstelle). Im Jahre 1816 
„zog er mit seinem Vater nach Ratzeburg. Hier besuchte er die alte Domschule, darauf 
„1521 die Universität Göttingen und 1822 die Universität Kiel, um nach dem Wunsche 
„seiner Ältern die Rechte zu studiren; während ihn jedoch die eigene Neigung mehr zu 
„malhematlischen Studien hintrieb. Er verfolgte indessen mit gewissenhaftem Eifer seine 
„Fachstudien, so dafs er 1525 das juristische Examen zu grofser Zufriedenheit in Kiel 
„bestand und bald darauf als Volontair an die Rentenkammer nach Kopenhagen gehen 
„konnte. 125 ward er Bevollmächtigter an einem Comtoir dieser Behörde. Als solcher 
„nahm er Urlaub zu einer Reise nach Paris, um einerseits das Wesen der Geschwornen- 
„gerichle, andrerseils mathematische Wissenschaften und Woasserbaukunst zu studiren. 
„Letzteres Studium begann er durch einen mehrmonatlichen Aufenthalt in Holland. Am 
„Iten August 1529 befand er sich in Paris, zufolge eines über den Aufenthalt daselbst 
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liche Reihe mit wechselnden Zeichen 
+a+br— cr’ + de’ — 

nach den Regeln analytischer Rechnungen gleichzusetzen ist. und ist 

S, = ta+br— ca + .-- +pae", 
so erhält man 

fie) = S,Flge’— ra" oo]; 
wo das obere oder das untere Zeichen gilt, je nachdem r gerade oder unge- 
rade ist. Setzt man die in Klammern eingeschlossene unendliche Reihe, die 
eine Function von x und rn ist, — F“.xr, n), so hat man 
(©) + F(z,n); 
wo das obere oder das untere Zeichen gilt, je nachdem n gerade oder un- 
serade ist.. Aus der Gleichung (Il. $.3.) folgt, dafs #(x,n) für alle Werthe 
von x, die in dem Intervall der CGonvergenz liegen, bei unendlichem Wachsen 
von n verschwinden mufs. 








„geführten Tagebuchs. Dieses Tagebuch, mehr zu eigner gemüthlicher Erinnerung, als in 
„wissenschaftlicher Absicht geschrieben, enthält nur wenige genaue Angaben über den 
„Gang seiner mathematischen Studien. Er benutzte seinen Aufenthalt in Paris zugleich 
„zur socialen Ausbildung in den ersten Schichten der Pariser Gesellschaft. Die hierüber 
„niedergeschriebenen Bemerkungen, so wie zerstreute Bemerkungen über das Pariser 
„Volksleben, zeigen an Prehn eine feine Beobachtungsgabe. Ungeachtet der Mannig- 
„faltigkeit Dessen, wofür er sich lebhaft interessirte, mochte er doch keinesweges blofs 
„oberflächlich sich umsehen, sondern abwechselnd nahmen bald juristische, bald mathema- 
„tische Studien seine ganze Zeit in Anspruch; und dann wurde immer ein Thema ganz 
„abgemacht. Wiederum auch ergab er sich ganz der Geselligkeit. Die grofsen hydrau- 
„lischen Anlagen in und um Paris besuchte und untersuchte er. Vor Allem nahm seine 
„Aufmerksamkeit der damals im Bau begriffene Canal du centre in Anspruch, zu welchem 
„er eigends eine Reise von Paris aus machte. Der Bericht über diese Reise enthält in- 
"dessen nur feine Characterschilderungen des Volkslebens, und frische und lebendige 
„Schilderungen der Landschaft.” 

„Schon in Parıs verhielt er sich aber bei seinen mathematischen Beschäftigungen 
„nicht blofs in sich aufnehmend, sondern er scheint schon mehrere Abhandlungen selbst- 
„ständig ausgearbeitet zu haben. Er erwähnt einer solchen, ohne Angabe des Themas, 
„welche er anfänglich habe veröffentlichen wollen. Da sei ihm aber auf der Bibliothek 
„ein Aufsatz von Euler zu Gesicht gekommen, der, wenn auch auf anderem Wege, die- 
„selben Resultate gewonnen habe, als er. Mit einem anderen Aufsatze, betitelt: „Methode 
„generale analylique pour caleuler le frottement dans les engrenages” wollte er den 
„längere Zeit unterbrochenen Verkehr mit Poisson wieder anknüpfen. Porsson übergab 
„den Aufsatz der Akademie in Paris, ungeachtet Prehn nicht daran dachte.” 

„Im October 1830 kehrte er nach Kopenhagen zurück und ward Comtoirchef bei 
„der Rentenkammer. Im Jahre 1534 wurde er aufgefordert, sich zu der damals erledigten 
„mathematischen Professur an der Unisersität zu Kiel zu melden. Er zog es aber vor, 
„die Amtmannstelle zu Steinhorst im Lauenburgischen anzunehmen. In demselben Jahre 
„verheirathete er sich und lebte bis 1848 in stiller ländlicher Zurückgezogenheit. In der 
„ganzen Zeit beschäftigte er sich in seinen Mufsestunden mit mathematischen und physi- 
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2. Die ganze Anordnung in der Abhandlung, namentlich in den Para- 
graphen (3. 6. 14. und 15.), zeigt, dafs ich nur solche divergente Reihen zu be- 
handeln beabsichtigt habe, die für irgend ein Intervall der Variablen convergent 
sind. Ich habe aber unterlassen, dieser Beschränkung in ($. 1.) ausdrücklich 
zu erwähnen. weil ich es übersahe, dafs es auch unter den nach Potenzen 
einer Variabeln geordneten Reihen solche giebt, die für jeden Werth der 
Variabeln divergent sind. Wird diese Beschränkung hinzugefügt, so bleiben 
alle in der Abhandlung enthaltenen Ausführungen bestehen; nur mufs der in 
den Paragraphen (14. und 15.) begründeten Behauptung: dafs der Gebrauch 
solcher divergenten Reihen bei analytischen Rechnungen zuläfslich sei, die 
Bedingung hinzugefügt werden: dafs die Reihen, auf welche man im Laufe 
der Rechnungs-Operation geführt wird, so wie die Reihe, welche das End- 
resultat der Rechnung bildet, gleichfalls Reihen sein müssen, welche für irgend 
ein Intervall der Variabeln convergiren 





„ealischen Studien. Jedoch begann er eine gröfsere selbstständige Untersuchung erst 
„im Jahre 1845, als er durch Eisenlohrs Lehrbuch der Physik auf die Wirkungen der 
„speeifischen Wärme und die Expansivkraft der Luft besonders aufmerksam wurde. Die 
„hierüber gefertigte Arbeit gab seiner Thätigkeit in den letzten Jahren eine entschie- 
„denere Richtung.” 

„Nachdem er nämlich Steinhorst verlassen und nach Ratzeburg gegangen war, 
„wandte er sich ganz den mathematischen Studien zu. Um literarische Hülfsmittel zu 
„erlangen, war es ihm willkommen, von der damaligen Statthalterschaft des Herzogthums 
„Lauenburg mil einer länger dauernden Mission nach Berlin betraut zu werden, welche 
„ihm zugleich Zeit und Gelegenheit für seinen Wunsch gab. Das nächste Resultat seiner 
„Studien war hier die in diesem Journal Band 41 abgedruckte Abhandlung „Über die 
„Bedeutung der divergenten unendlichen Reihen etc.” Doch eröffnete er seine schrift- 
„stellerische Laufbahn nicht mit dieser Abhandlung, um, wie er sagte, nicht sogleich mit 
„Etwas hervorzulreten, was die Analyliker von vorn herein mit mifstrauischen Augen an- 
„sehen würden, sondern liefs ihr zwei andere, kleinere Aufsätze im 40ten Bande des 
„Journals vorangehen („Remarques sur le calcul etc.” und „Über die Aufhebung der 
„Ungleichmäfsigkeit etc.” ).” 

„Sein Wunsch war eine Stellung mehr für das eigentliche Feld seines Wirkens. 
„Er sagt in einem Briefe, er habe es klar erkannt, dafs die Mathematik und deren An- 
„wendungen auf die Ausübung das eigentliche Feld seines Wirkens sei. Doch wurde ihm 
„dieser Wunsch nicht erfüllt.” 

„Ein altes Hals-Übel, das sich von Jahr zu Jahr verschlimmert hatte, nahm 1850 
„einen gefährlichen Character an. Er reisete im Sommer 1850 nach Berlin, um einen 
„Arzt, der ihn daselbst schon früher behandelt hatte, zu consulliren. Auf Anrathen der 
"Berliner Ärzte trat er eine Reise nach dem südlichen Italien an, wo er durch längeren 
„Aufenthalt seine Gesundheit herzustellen hoffte. Doch ereilte ihn der Tod auf der Reise. 
„Am 2Sten November 1850 starb er in Reichenbach; in den letzten Stunden gepflegt 
„von seiner ihn begleitenden Gattin und einer Tochter, fern von seinen andern fünf 
„Töchtern. Ein Sohn und zwei Töchter waren den Altern schon im zarten Kindesalter 
„durch den Tod entrissen.” 
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3. Es könnte scheinen, als wenn die hiernach eintretende Beschrän- 
kung des Resultats der Abhandlung von bedeutendem Umfange sei: dies ist 
aber nicht der Fall. 

Die Reihen, welche nach Potenzen einer Variabeln fortschreiten, haben 
fast alle ein Intervall der Couvergenz; nur die Reihen von der Form 


KO)+FOFD.2+FOFDFD. + HOFFEN - 
.. fn—-Nfn.e"+-- 
wo f(n) eine Function von nr bezeichnet, die bei unendlichem Wachsen von 
» unendlich grofs wird, sind für jeden Werth der Variabeln divergent:; so 


7. B. die Reihe 
1.2 —1.2.2°+1.2.3.20°— --, 


welche in den Paragraphen (7. und 9.) irrthümlich als Beispiel gebraucht wor- 
den ist. 

Reihen dieser Form kommen aber selten vor und sie können durch 
keine endliche Anzahl von analytischen Rechnungs - Operationen aus Reihen 
hervorgehen, die ein Intervall der Convergenz haben. 


Ratzeburg, im September 1850. 





Druckfehler in der Abhandlung. 


Seite 5 letzte Zeile statt +p.x”=! lies +p.x”' 


ARRUFACH 1.1.3.5 , 1.1.3.5 
- 11 Zeile 6b v.u. st. E= 12314 2 l. — 12314 B 
-49 - 7vu. st -+0,0013406 1. — 0,0013406 


- — - 6wv u st —0,0010409 1. + 0,0010409 
- — - 5v.u. st. —0,0004494 1. +0,0004494 











:-m— + Bi. ea 2 2. m. 
(e+P)...(e+ß+p N) ' (a+2P)... (ea +2? +p—N) 
' Au 4 A, u? 
(a+Pp)...(e+A+p—1) ' (a+?2P)... (a +2? +p—N) 
- 211 - 16vu. st ep 1. en 
- 77 - 60.0 5. —erx'l. ter! 


- 3 - Twu ste m+tlu+ts0) I m+(ut4)r 
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23. 


Über eine allgemeine Eigenschaft der rationalen 
Eintwickelungscoöfficienten einer bestimmten Gattung 
analytıscher Funetionen. 


(Von Herrn Dr. E. F. Kummer, Professor in Breslau.) 





A: ich vor einiger Zeit eine bestimmte Aufgabe der Zahlentheorie 
nach zwei verschiedenen Methoden lösete, erhielt ich als Resultat der Ver- 
„leichung beider Auflösungen eine bisher unbekannte Eigenschaft der Bernoult:- 
schen Zahlen, welche durch folgende Congruenz ausgedrückt wird: 

B, 


’ \ıf) B, U)—1 r 
= (—1)4D ZI _, Mod.2; 
YV 


v+4—1) 

wo B, die vie Bernoullische Zahl, 4 eine beliebige ungerade Primzahl und 
y eine beliebige, nur der einen Bedingung unterworfene ganze Zahl ist, dafs 
sie nicht ein Vielfaches von 4(4—1) sei. Als ich jetzt einen directen Beweis 
dieses Satzes suchte, fand ich, dafs diese Eigenschaft der Bernoullischen 
Zahlen nur ein besonderer Fall von allgemeinen Eigenschaften der rationalen 
Entwickelungs-Coöfficienten einer sehr ausgebreiteten Gattung analytischer Func- 
tionen ist. Das von mir gefundene allgemeine Resultat läfst sich folgender- 
maafsen in Form eines Lehrsatzes aussprechen: 

Lehrsatz. Wenn (x) eine Function von x ist, welche in eine nach 
aufsteigenden ganzen Potenzen der Grölse z = e’”— e‘“ geordnete Reihe 
sich so entwickeln läfst, dafs die Coöfficienten dieser Entwickelung ra- 
tionale Zahlen sind, in deren Nennern die Primzahl A als Factor nicht 
vorkommt, und wobei r und s rationale Zahlen sind. deren Nenner ebenfalls 
den Primfactor 4 nicht enthalten: wenn ferner dieselbe Function y(=:). 
nach Potenzen von x entwickelt, folgende Reihe giebt: 


2 
me, 











or A,x° 
el ee Der © au 5 = ee, 


so findet unter den Coäffieienten dieser Entwickelung folgende Con- 
sgruenz Mlatt: 
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« 


N 4 ı n(n—I1) 


A. Erz 1 m+4i—1 T u Ant DRIN POEFER (1A, == 0 9 


für den Modul 4”. Die Zahlen m und nr sind beliebige sanze Zahlen 


und nur der einen Bedingung unterworfen, dals m —n ist. Die beson- 
deren Fälle für n—=1,2,3 sind: 
An — Anni = 0, Mod. ,, wenn m — 1, 
An— 2A, + An+a-2 = 0, Mod. 4, wenn m => 2, 
A„— 3Anri-1+ 3 An+a-2— Amys-s = 0, Mod.%°, wenn m — 3, 
u. S. W. 
Beweis. Nach der Voraussetzung des Lehrsatzes ist 
y(z) = a+ta(le"—e*)-w(e*—e"+a(e*—e}- .-. 
oder, wenn man das Summenzeichen >’ anwendet, 
y(z) = Zay(e*— e*), 
wo a,. r und s rationale Zahlen sind, deren Nenner den Factor A nicht ent- 
halten. Wird nun (e’*—e‘“)‘ nach dem binomischen Lehrsatze entwickelt. 
wobei der Ate Binomial-Coefficient der Akten Potenz einfach durch (A), be- 
zeichnet werden möge, so ist 


(e"* a ex yK PER I(—1) \h (k)), et k—h)+ Bi 
also 
y(z) —= ZE(—1)*(k),a,etttmtshx, 


Wird der mte Differentialquotient dieses Ausdrucks des p(x) genommen. 
für den Werth «= ==0, welcher nach dem Maclaurinschen Satze gleich dem 
Entwickelungs-Coöfficienten A,, ist, so ergiebt sich 


Z = = ZI —1)'(k),a; (r(k — h)-+ sh)”. 
Wenn man nun m in m+A—1, m--R2A—2,... m-ni—n ver- 


wandelt, so erhält man mittels dieser Ausdrücke der Coöfficienten A,, A,.,_ı. 
A„.2_. etc. die Gleichung 





1) 


Au — Ansi-ı u 7 ROHR re (—1)"A 


EI(—1)' (k),a(Cr (k — h)-+ sh)" (1— (r (k— h)-- sh)". 

Der Ausdruck 1— (r(k— h)-+ sh)’ ist nach dem Fermatschen Satze 
durch A theilbar; mit alleiniger Ausnahme des Falles, wo r(k— A)-+sh durch 
7, theilbar ist. Hieraus folgt, dafs, wenn m —n angenommen wird, immer 
der eine oder der andere der beiden Factoren des Products 


m--ni—n 





(r(k — h) + sh)" A— (r(k — h)-+sh)’"') 
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durch 4” theilbar ist. dafs also 


n ı n(n—1) j a .. 
A, — —4 n--i—1 | zu Aura ee —1 m Wr RE — 0. Mod. 5 


' | ’ % 
ist. W. z. b. w. 


Um den geiundenen und bewiesenen allgemeinen Satz zunächst auf die 
Bernouflischen Zahlen anzuwenden. mache ich von der bekannten Reihen- 
Entwickelune 


| B.x B, x’ B, x’ 


er —1 = "I EB TIER  EBIIBE 
Gebrauch, in welcher B,. B, B,. ... die Bernoullischen Zahlen bedeuten. 


Ich setze y.ır statt x, multiplieire mit „7 und ziehe die unveränderte Gleichung 








| 
von dieser neuen ab, so ergiebt sich 
a en. KR > i 4A m] R B, (3 Rd I en B,(r'—) 1 3 
ex —1 er —1 au 2 1.2 1.2.3.4 
Wird nun 
IODR: BEERREN. 5. BR: o(z) und e—1 = z 
er —1 eX —1 P\ 
oeselzt. so erhält man 
v ) 
ol) = — > — ——, 
P\2) 7 AIzy—1 z 


welches, wie leicht zu sehen, in eine nach positiven ganzen Potenzen von 
z—=e‘—1| eeordnete Reihe sich entwickeln läfst, und zwar so. dafs die Co6ef- 
ficienten ralional sind und nur Potenzen von y, also, wenn y nicht durch 4 
theilbar ist, keinen Factor A in ihren Nennern enthalten. Die Function y(z) 
ist also eine solche, wie der Lehrsatz sie verlangt; und zwar, wenn in dem- 
selben r— 1 und s—=0 angenommen wird. 

Ferner ist für den vorliegenden Fall 

A=0, 4,=0, 4,=0 eldc., 

4,=+46B(Y—ND), 4%= — H6B.(y'—1)), 


also allgemein 


> 
k 
wu, 
- 
Ara, 
Nr 
ax 
— 
ul 
u 
© 
——— 
2 
» 


(1) B,(y” —1) 


2v 


4A, =0, A = — 


-] 





Die erste der specielleren Congruenzen des Lehrsatzes, nämlich 4„— A4,,;-. 
0. Mod. i, giebt daher, wenn ır —= 2v —1 angenommen wird: 


(—1)’B, (y? —1) AyPHQO-DB, aa_nyPHA—1) 
nn Ha TND Moda 


— 








+i—1 
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Da nach dem Feriatschen Satze y”*’"—1=y” —1, Mod. ist, so 

kann 7” —1 als gemeinschaftlicher Factor weggehoben werden, sobald diese 
Gröfse nicht durch 4 theilbar ist. Man wähle nun die bisher unbestimmt »e- 
lassene Zahl y so, dafs sie eine primilive Wurzel der Primzahl 4 ist, dafs 
also y”—1 nur dann durch 4 theilbar ist, wenn v ein Vielfaches von 4A —1 
ist, welche Werthe des v ich ausschliefse. Alsdann kann y” —1 als gemein- 
schaftlicher Factor der Congruenz hinweggehoben werden und die gefundene 
Congruenz geht in folgende über: 

Bi -_ 41a) _Br- (4-1) Mod.; 

= (—1) ray? Mod. 2, 
die für alle ganzzahligen positiven Werthe des v gültig ist; mit Ausschlufs 
derer. welche Vielfache von 4/4—1) sind. Eben so giebt die Congruenz 
A„— 2A, An; =0, Mod.7’, für den vorliegenden Fall: 
PB) , 2-10 B, ya GP HI) 
u I avi —1 zu 


En (—1)r B, 12-1 ( yrri2 u 
2v+21—2 


u 











0. 


für den Modul 4°; was mittels des Ferimalschen Satzes und mit Hülfe der 
vorhergehenden Congruenz sich auf folgende einfachere Gestalt bringen läfst: 


B, _ MO NRB, Han | Boris 


— — 


y v+ 4 (— 1) 1 vti—1 VD, Mod. hs 








Die Zahl v» muls in dieser Congruenz, aufser dafs sie nicht ein Vielfaches von 


az 
- 


1(4—1) sein darf, auch gröfser als i sein; wie aus der Bedingung m — 2. also 
2v—1=2 hervorgeht. Die Congruenz 4,„— 34A,,,- + 3A... — A 


| m-+3/—3 


—(), Mod. 4°, giebt auf gleiche Weise 


eG, Mod. 2°, 
v+3(4—1) 





— — _— 


v v+4A—1)) vH 


wo v gröfser als 1 sein mufs und nicht ein Vielfaches von 


DI m 


(4—1) sein darl. 
Auf diese Weise fortfahrend erhält man weiter die entsprechenden Congruenzen 
für die Bernoullischen Zahlen für die Moduln 4, 4° u. s. w.: und allgemein 


B, n Dyzu ; nin—1) Byrau 


j 1 1 ee wi Be ch, 1 Yu H (n —1)(n—2?) b, +34 
VOTETEEIT EEE vi 








ee 











für den Modul 4”, wor — 4 


f 
\ 


(n--1) sein mufs und kein Vielfaches von 44 — 1 





sein darf. und wo der Kürze wegen }/4—1) durch den Buchstaben u be- 
zeichnet ist. 
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Zu einem zweiten Beispiel der Anwendung des allgemeinen Lehrsatzes 

nehme ich die Coöfficienten der Secantenreihe 
Üv* Ü,v‘ 6, v‘ 
Ken ode 
hu’ sa tısict 
wo G,—=1, G,=5, C;—=61, C, = 1385 u. s. w. ist. Setzt man v—= ry-1, 
so erhält man 

wi ee SER 

ertex i3 713341 LELLSET 


Nimmt man nun 








sec(v) — 1- 


| 








n 2 
le rn 


und seizt e&*— e”'*—=z, so wird e +e—=2°’-2, also 
2 1 
YıX) = erg 


Hieraus ist klar, dafs sich (x) in eine nach Potenzen von z = e* — e”* 
geordnete Reihe entwickeln läfst, deren rationale Coöffieienten in ihren Nen- 
nern nur Potenzen der Zahl 2, also keinen Factor 4 enthalten. Nimmt man 
daher in dem allgemeinen Satze r—14, s—=—4, so findet sich, dals (x) 
eine Function von x ist, von der Form, wie der Lehrsatz sie verlangt. Aulser- 


dem ergiebt sich durch Vergleichung des vorliegenden Falles mit dem allge- 
meinen Salze: 





A,Mn  —=0 und 4, = (—1/C.. 
Die daselbst gefundenen Congruenzen geben also für die Secanten-Coefficienten 
C,— (1 YTC,aa-n = 0, Mod.i, wenn v1, 
„— (1 PRO, aa-n+ C,u— = 0, Mod.7, wenn v>0, 
C,— (N T3C, an + 30,231 — (DIV CO, jaa-n = 0, Mod.%, 


— 


wenn v — 2 


und allgemein 


' urn ı n(n—I)y „nm—i)(n—?2) rı 
C, — (—1) Terra oe C, 22. — (--1) 1.2.3 434 T ee 


lg U, Zn 0, 
für den Modul 4”, wenn v—4n ist, und wo der Kürze wegen 4(4—1) 
durch den Buchstaben «u bezeichnet ist. 
Breslau, den 30ten Juli 1850. 
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